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(T¸i b¶n lÇn thø m−êi bèn) 

 

 

 

 

 

nhµ xuÊt b¶n gi¸o dôc viÖt nam

H·y b¶o qu¶n, gi÷ g×n s¸ch gi¸o khoa ®Ó dµnh tÆng cho c¸c em häc sinh líp sau ! 



 

Nh÷ng ®iÒu cÇn chó ý khi sö dông s¸ch gi¸o khoa 

1.  Nh÷ng kÝ hiÖu th−êng dïng                   

: PhÇn ho¹t ®éng cña häc sinh 
            
2.  VÒ tr×nh bµy, s¸ch gi¸o khoa cã hai m¶ng : m¶ng chÝnh vµ m¶ng phô. 

M¶ng chÝnh gåm c¸c kh¸i niÖm, ®Þnh nghÜa, ®Þnh lÝ, tÝnh chÊt,… vµ 
th−êng ®−îc ®ãng khung hoÆc cã ®−êng viÒn ë mÐp. M¶ng nµy ®−îc in 
thôt vµo trong. 

 
 
 

ChÞu tr¸ch nhiÖm xuÊt b¶n :

ChÞu tr¸ch nhiÖm néi dung :

Chñ tÞch Héi ®ång Thµnh viªn nguyÔn ®øc th¸i 
Tæng Gi¸m ®èc hoµng lª b¸ch 

Tæng biªn tËp phan xu©n thµnh 

Biªn tËp lÇn ®Çu : NguyÔn kim th− – lª thÞ thanh h»ng 

Biªn tËp t¸i b¶n : nguyÔn thÞ quúnh anh 

Biªn tËp kÜ thuËt : NguyÔn thÞ thanh h¶i - ®inh thÞ xu©n dung 

Tr×nh bµy b×a : Bïi quang tuÊn 

Söa b¶n in : lª thÞ thanh h»ng 

ChÕ b¶n : c«ng ty cp dÞch vô xuÊt b¶n gi¸o dôc hµ néi 

 

 

B¶n quyÒn thuéc Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam  Bé Gi¸o dôc vµ §µo t¹o. 

®¹i sè 10 
M· sè : CH001T0 

In........... cuèn (Q§ in sè : …….), khæ 17  24 cm.   

§¬n vÞ in : ................ ®Þa chØ ................ 

C¬ së in : ................. ®Þa chØ ............... 

Sè §KXB : 012020/CXBIPH/578869/GD  

Sè Q§XB : …../Q§-GD ngµy … th¸ng … n¨m .… 

In xong vµ nép l−u chiÓu th¸ng ..... n¨m …..  

M· sè ISBN : 978-604-0-18857-1  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

Ch−¬ng nµy cñng cè, më réng hiÓu biÕt cña häc sinh vÒ 
LÝ thuyÕt tËp hîp ®· ®−îc häc ë c¸c líp d−íi ; cung cÊp c¸c 

kiÕn thøc ban ®Çu vÒ l«gic vµ c¸c kh¸i niÖm 
sè gÇn ®óng, sai sè t¹o c¬ së ®Ó häc tËp tèt c¸c ch−¬ng 

sau ; h×nh thµnh cho häc sinh kh¶ n¨ng suy luËn cã lÝ, kh¶ 
n¨ng tiÕp nhËn, biÓu ®¹t c¸c vÊn ®Ò mét c¸ch chÝnh x¸c. 
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M Ö n h  ® Ò  

 

 

 
I  −  MÖnh ®Ò. MÖnh ®Ò chøa biÕn 

1.  MÖnh ®Ò 

 

 

 

 

 

 

 

1 
Nh×n vµo hai bøc tranh ë trªn, h·y ®äc vµ so s¸nh c¸c c©u ë bªn tr¸i vµ bªn ph¶i.  

C¸c c©u ë bªn tr¸i lµ nh÷ng kh¼ng ®Þnh cã tÝnh ®óng hoÆc sai, cßn c¸c 
c©u ë bªn ph¶i kh«ng thÓ nãi lµ ®óng hay sai. C¸c c©u ë bªn tr¸i lµ nh÷ng 
mÖnh ®Ò, cßn c¸c c©u ë bªn ph¶i kh«ng lµ nh÷ng mÖnh ®Ò. 

Mçi mÖnh ®Ò ph¶i hoÆc ®óng hoÆc sai. 
Mét mÖnh ®Ò kh«ng thÓ võa ®óng, võa sai. 

2 
Nªu vÝ dô vÒ nh÷ng c©u lµ mÖnh ®Ò vµ nh÷ng c©u kh«ng lµ mÖnh ®Ò. 

2.  MÖnh ®Ò chøa biÕn 

XÐt c©u "n chia hÕt cho 3". 

Ta ch−a kh¼ng ®Þnh ®−îc tÝnh ®óng sai cña c©u nµy. Tuy nhiªn, víi mçi gi¸ 
trÞ cña n thuéc tËp sè nguyªn, c©u nµy cho ta mét mÖnh ®Ò. Ch¼ng h¹n 
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Víi n = 4 ta ®−îc mÖnh ®Ò "4 chia hÕt cho 3" (sai). 

Víi n = 15 ta ®−îc mÖnh ®Ò "15 chia hÕt cho 3" (®óng). 

XÐt c©u "2 + n = 5". 

Còng nh− trªn, ta thÊy víi mçi gi¸ trÞ cña n thuéc tËp sè nguyªn ta ®−îc 
mét mÖnh ®Ò. Ch¼ng h¹n 

Víi n = 1 ta ®−îc mÖnh ®Ò "2 + 1 = 5" (sai). 

Víi n = 3 ta ®−îc mÖnh ®Ò "2 + 3 = 5" (®óng). 

Hai c©u trªn lµ nh÷ng vÝ dô vÒ mÖnh ®Ò chøa biÕn. 

3 
XÐt c©u  "x > 3". H·y t×m hai gi¸ trÞ thùc cña x ®Ó tõ c©u ®· cho, nhËn ®−îc mét 
mÖnh ®Ò ®óng vµ mét mÖnh ®Ò sai. 

II −  Phñ ®Þnh cña mét mÖnh ®Ò 

VÝ dô 1. Nam vµ Minh tranh luËn vÒ loµi d¬i. 

Nam nãi "D¬i lµ mét loµi chim".  

Minh phñ ®Þnh "D¬i kh«ng ph¶i lµ mét  
loµi chim". 

§Ó phñ ®Þnh mét mÖnh ®Ò, ta thªm (hoÆc 
bít) tõ "kh«ng" (hoÆc "kh«ng ph¶i") vµo 
tr−íc vÞ ng÷ cña mÖnh ®Ò ®ã. 

KÝ hiÖu mÖnh ®Ò phñ ®Þnh cña 

mÖnh ®Ò P lµ ,P  ta cã 

P ®óng khi P sai. 

P sai khi P ®óng. 

VÝ dô 2 

P : "3 lµ mét sè nguyªn tè" ; 

P : "3 kh«ng ph¶i lµ mét sè nguyªn tè". 

Q : "7 kh«ng chia hÕt cho 5" ; 

Q : "7 chia hÕt cho 5". 
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4 
H·y phñ ®Þnh c¸c mÖnh ®Ò sau. 

   P : "π lµ mét sè h÷u tØ" ; 

   Q : "Tæng hai c¹nh cña mét tam gi¸c lín h¬n c¹nh thø ba". 

XÐt tÝnh ®óng sai cña c¸c mÖnh ®Ò trªn vµ mÖnh ®Ò phñ ®Þnh cña chóng. 

III −  MÖnh ®Ò kÐo theo 

VÝ dô 3. Ai còng biÕt "NÕu Tr¸i §Êt 
kh«ng cã n−íc th× kh«ng cã sù sèng". 

C©u nãi trªn lµ mét mÖnh ®Ò d¹ng "NÕu 
P th× Q", ë ®©y P lµ mÖnh ®Ò "Tr¸i §Êt 
kh«ng cã n−íc", Q lµ mÖnh ®Ò "(Tr¸i 
§Êt) kh«ng cã sù sèng". 

MÖnh ®Ò "NÕu P th× Q" ®−îc gäi lµ mÖnh ®Ò kÐo theo, vµ 
kÝ hiÖu lµ P ⇒ Q. 

MÖnh ®Ò P ⇒ Q cßn ®−îc ph¸t biÓu lµ "P kÐo theo Q" hoÆc "Tõ P suy ra Q". 

5 
Tõ c¸c mÖnh ®Ò  
     P : "Giã mïa §«ng B¾c vÒ" 
     Q : "Trêi trë l¹nh" 

h·y ph¸t biÓu mÖnh ®Ò P ⇒ Q. 

MÖnh ®Ò P ⇒ Q chØ sai khi P ®óng vµ Q sai. 

Nh− vËy, ta chØ cÇn xÐt tÝnh ®óng sai cña mÖnh ®Ò P ⇒ Q khi P ®óng. 
Khi ®ã, nÕu Q ®óng th× P ⇒ Q ®óng, nÕu Q sai th× P ⇒ Q sai. 

VÝ dô 4 

MÖnh ®Ò "−3 < −2 ⇒ (−3)2 < (−2)2" sai. 

MÖnh ®Ò " 3 2<  ⇒ 3 < 4" ®óng. 

C¸c ®Þnh lÝ to¸n häc lµ nh÷ng mÖnh ®Ò ®óng vµ th−êng cã d¹ng P ⇒ Q. 
Khi ®ã ta nãi 

P lµ gi¶ thiÕt, Q lµ kÕt luËn cña ®Þnh lÝ, hoÆc  
P lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã Q, hoÆc 
Q lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó cã P. 
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6 
Cho tam gi¸c ABC. Tõ c¸c mÖnh ®Ò 

     P : "Tam gi¸c ABC cã hai gãc b»ng 60o" 

     Q : "ABC lµ mét tam gi¸c ®Òu". 

H·y ph¸t biÓu ®Þnh lÝ P ⇒ Q. Nªu gi¶ thiÕt, kÕt luËn vµ ph¸t biÓu l¹i ®Þnh lÝ nµy d−íi 
d¹ng ®iÒu kiÖn cÇn, ®iÒu kiÖn ®ñ. 

IV −  MÖnh ®Ò ®¶o −  hai mÖnh ®Ò t−¬ng ®−¬ng 

7 

Cho tam gi¸c ABC. XÐt c¸c mÖnh ®Ò d¹ng P ⇒ Q sau 
a) NÕu ABC lµ mét tam gi¸c ®Òu th× ABC lµ mét tam gi¸c c©n. 

b) NÕu ABC lµ mét tam gi¸c ®Òu th× ABC lµ mét tam gi¸c c©n vµ cã mét gãc b»ng 60
o
. 

H·y ph¸t biÓu c¸c mÖnh ®Ò Q ⇒ P t−¬ng øng vµ xÐt tÝnh ®óng sai cña chóng. 

MÖnh ®Ò Q ⇒ P ®−îc gäi lµ mÖnh ®Ò ®¶o cña mÖnh ®Ò P ⇒ Q. 

MÖnh ®Ò ®¶o cña mét mÖnh ®Ò ®óng kh«ng nhÊt thiÕt lµ ®óng. 

NÕu c¶ hai mÖnh ®Ò P ⇒ Q vµ Q ⇒ P ®Òu ®óng ta nãi P vµ Q lµ 
hai mÖnh ®Ò t−¬ng ®−¬ng.  

Khi ®ã ta kÝ hiÖu P ⇔ Q vµ ®äc lµ 
P t−¬ng ®−¬ng Q, hoÆc  
P lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó cã Q, hoÆc 
P khi vµ chØ khi Q. 

VÝ dô 5. a) Tam gi¸c ABC c©n vµ cã mét gãc 60o lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó 
tam gi¸c ABC ®Òu. 

b) Mét tam gi¸c lµ tam gi¸c vu«ng khi vµ chØ khi nã cã mét gãc b»ng tæng hai 
gãc cßn l¹i. 

V −  KÝ hiÖu ∀  vµ ∃  

VÝ dô 6. C©u "B×nh ph−¬ng cña mäi sè thùc ®Òu lín h¬n hoÆc b»ng 0" lµ 
mét mÖnh ®Ò. Cã thÓ viÕt mÖnh ®Ò nµy nh− sau 

∀x ∈  : x2 ≥ 0 hay x2 ≥ 0, ∀x ∈ .  

KÝ hiÖu ∀ ®äc lµ "víi mäi". 
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8 
Ph¸t biÓu thµnh lêi mÖnh ®Ò sau 

∀n ∈  : n + 1 > n. 
MÖnh ®Ò nµy ®óng hay sai ? 

VÝ dô 7. C©u "Cã mét sè nguyªn nhá h¬n 0" lµ mét mÖnh ®Ò. Cã thÓ viÕt 
mÖnh ®Ò nµy nh− sau 

∃n ∈  : n < 0. 

KÝ hiÖu ∃ ®äc lµ "cã mét" (tån t¹i mét) hay "cã Ýt nhÊt mét" 
(tån t¹i Ýt nhÊt mét).  

9 

Ph¸t biÓu thµnh lêi mÖnh ®Ò sau 

∃x ∈  : x2 = x. 

MÖnh ®Ò nµy ®óng hay sai ? 

VÝ dô 8 

Nam nãi "Mäi sè thùc ®Òu cã b×nh ph−¬ng kh¸c 1". 

Minh phñ ®Þnh "Kh«ng ®óng. Cã mét sè thùc mµ b×nh ph−¬ng cña nã b»ng 1, 
ch¼ng h¹n sè 1". 

Nh− vËy, phñ ®Þnh cña mÖnh ®Ò 

          P : "∀x ∈  : x2 ≠ 1", 

lµ mÖnh ®Ò 

P : "∃x ∈  : x2 = 1". 

10 

H·y ph¸t biÓu mÖnh ®Ò phñ ®Þnh cña mÖnh ®Ò sau 

P : "Mäi ®éng vËt ®Òu di chuyÓn ®−îc". 

VÝ dô 9 

Nam nãi "Cã mét sè tù nhiªn n mµ 2n = 1". 

Minh ph¶n b¸c "Kh«ng ®óng. Víi mäi sè tù nhiªn n, ®Òu cã 2n ≠ 1". 

Nh− vËy, phñ ®Þnh cña mÖnh ®Ò 

P : "∃n ∈  : 2n = 1" 
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lµ mÖnh ®Ò 

P  : "∀n ∈  : 2n ≠ 1". 

11 

H·y ph¸t biÓu mÖnh ®Ò phñ ®Þnh cña mÖnh ®Ò sau 

P : "Cã mét häc sinh cña líp kh«ng thÝch häc m«n To¸n". 

Bµi tËp 

1.  Trong c¸c c©u sau, c©u nµo lµ mÖnh ®Ò, c©u nµo lµ mÖnh ®Ò chøa biÕn ? 

a) 3 + 2 = 7 ;          b) 4 + x = 3 ; 

c) x + y > 1 ;           d) 2 5− < 0. 

2.  XÐt tÝnh ®óng sai cña mçi mÖnh ®Ò sau vµ ph¸t biÓu mÖnh ®Ò phñ ®Þnh  
cña nã. 

a) 1794 chia hÕt cho 3 ;        b) 2 lµ mét sè h÷u tØ ; 

c) π < 3,15 ;           d) 125 0.− ≤  

3. Cho c¸c mÖnh ®Ò kÐo theo 

NÕu a vµ b cïng chia hÕt cho c th× a + b chia hÕt cho c (a, b, c lµ nh÷ng 
sè nguyªn). 

C¸c sè nguyªn cã tËn cïng b»ng 0 ®Òu chia hÕt cho 5. 

Tam gi¸c c©n cã hai ®−êng trung tuyÕn b»ng nhau. 

Hai tam gi¸c b»ng nhau cã diÖn tÝch b»ng nhau. 

a) H·y ph¸t biÓu mÖnh ®Ò ®¶o cña mçi mÖnh ®Ò trªn. 

b) Ph¸t biÓu mçi mÖnh ®Ò trªn, b»ng c¸ch sö dông kh¸i niÖm "®iÒu kiÖn ®ñ". 

c) Ph¸t biÓu mçi mÖnh ®Ò trªn, b»ng c¸ch sö dông kh¸i niÖm "®iÒu kiÖn cÇn". 

4. Ph¸t biÓu mçi mÖnh ®Ò sau, b»ng c¸ch sö dông kh¸i niÖm "®iÒu kiÖn cÇn 
vµ ®ñ"  

a) Mét sè cã tæng c¸c ch÷ sè chia hÕt cho 9 th× chia hÕt cho 9 vµ ng−îc l¹i. 

b) Mét h×nh b×nh hµnh cã c¸c ®−êng chÐo vu«ng gãc lµ mét h×nh thoi vµ 
ng−îc l¹i. 

c) Ph−¬ng tr×nh bËc hai cã hai nghiÖm ph©n biÖt khi vµ chØ khi biÖt thøc 
cña nã d−¬ng. 
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5. Dïng kÝ hiÖu ∀, ∃ ®Ó viÕt c¸c mÖnh ®Ò sau 

a) Mäi sè nh©n víi 1 ®Òu b»ng chÝnh nã ; 

b) Cã mét sè céng víi chÝnh nã b»ng 0 ; 

c) Mäi sè céng víi sè ®èi cña nã ®Òu b»ng 0. 

6. Ph¸t biÓu thµnh lêi mçi mÖnh ®Ò sau vµ xÐt tÝnh ®óng sai cña nã 

a) ∀x ∈  : x2 > 0 ;        b) ∃n ∈  : n2 = n ; 

c) ∀n ∈  : n ≤ 2n ;        d) ∃x ∈  : 
1 .x
x

<  

7. LËp mÖnh ®Ò phñ ®Þnh cña mçi mÖnh ®Ò sau vµ xÐt tÝnh ®óng sai cña nã  

a) ∀n ∈  : n chia hÕt cho n ;    b) ∃x ∈  : x2 = 2 ; 

c) ∀x ∈  : x < x + 1 ;       d) ∃x ∈  : 3x = x2 + 1. 

 

t Ë p  h î p  

 

I −  Kh¸i niÖm tËp hîp 

1. TËp hîp vµ phÇn tö 

1 

Nªu vÝ dô vÒ tËp hîp. 

Dïng c¸c kÝ hiÖu ∈ vµ ∉ ®Ó viÕt c¸c mÖnh ®Ò sau. 

a) 3 lµ mét sè nguyªn ;        b) 2  kh«ng ph¶i lµ sè h÷u tØ. 

TËp hîp (cßn gäi lµ tËp) lµ mét kh¸i niÖm c¬ b¶n cña to¸n häc, kh«ng 
®Þnh nghÜa. 

Gi¶ sö ®· cho tËp hîp A. §Ó chØ a lµ mét phÇn tö cña tËp hîp A, ta viÕt a ∈ A 
(®äc lµ a thuéc A). §Ó chØ a kh«ng ph¶i lµ mét phÇn tö cña tËp hîp A, ta viÕt 
a ∉ A (®äc lµ a kh«ng thuéc A).  

2.  C¸ch x¸c ®Þnh tËp hîp 

2 

LiÖt kª c¸c phÇn tö cña tËp hîp c¸c −íc nguyªn d−¬ng cña 30. 
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Khi liÖt kª c¸c phÇn tö cña mét tËp hîp, ta viÕt c¸c phÇn tö cña nã trong 
hai dÊu mãc {.........}, vÝ dô A = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. 

3 

TËp hîp B c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 2x2 − 5x + 3 = 0 ®−îc viÕt lµ 

B = {x ∈  | 2x2 − 5x + 3 = 0}. 
H·y liÖt kª c¸c phÇn tö cña tËp hîp B. 

Mét tËp hîp cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch chØ ra tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cho 
c¸c phÇn tö cña nã. 

VËy ta cã thÓ x¸c ®Þnh mét tËp hîp 
b»ng mét trong hai c¸ch sau 
a) LiÖt kª c¸c phÇn tö cña nã ; 
b) ChØ ra tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cho 
c¸c phÇn tö cña nã. 

Ng−êi ta th−êng minh ho¹ tËp hîp b»ng mét h×nh 
ph¼ng ®−îc bao quanh bëi mét ®−êng kÝn, gäi lµ 
biÓu ®å Ven nh− h×nh 1. 

3.  TËp hîp rçng 

4 
H·y liÖt kª c¸c phÇn tö cña tËp hîp   

A = {x ∈  | x2 + x + 1 = 0}. 

Ph−¬ng tr×nh x2 + x + 1 = 0 kh«ng cã nghiÖm. Ta nãi tËp hîp c¸c nghiÖm 
cña ph−¬ng tr×nh nµy lµ tËp hîp rçng. 

TËp hîp rçng, kÝ hiÖu lµ ∅, lµ tËp hîp kh«ng chøa phÇn tö nµo. 

NÕu A kh«ng ph¶i lµ tËp hîp rçng th× A chøa Ýt nhÊt mét phÇn tö.  

A ≠ ∅ ⇔ ∃x : x ∈ A. 

II −  TËp hîp con 

5  
BiÓu ®å minh ho¹ trong h×nh 2 nãi g× vÒ quan hÖ gi÷a tËp 
hîp c¸c sè nguyªn  vµ tËp hîp c¸c sè h÷u tØ  ? Cã 

thÓ nãi mçi sè nguyªn lµ mét sè h÷u tØ hay kh«ng ?  
H×nh 2 

Q

Z

H×nh 1 

B
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NÕu mäi phÇn tö cña tËp hîp A ®Òu lµ phÇn tö cña tËp hîp B 
th× ta nãi A lµ mét tËp hîp con cña B vµ viÕt A ⊂ B (®äc lµ A 
chøa trong B).  

Thay cho A ⊂ B, ta còng viÕt B ⊃ A (®äc lµ B chøa A hoÆc B bao hµm A) 
(h.3a). Nh− vËy 

A ⊂ B ⇔ (∀x : x ∈ A ⇒ x ∈ B). 

 
 

 

 
 

a)              b) 
H×nh 3 

NÕu A kh«ng ph¶i lµ mét tËp con cña B, ta viÕt A ⊄ B. (h.3b). 

Ta cã c¸c tÝnh chÊt sau 

a) A ⊂ A víi mäi tËp hîp A ; 

b) NÕu A ⊂ B vµ B ⊂ C th× A ⊂ C (h.4) ; 

c) ∅ ⊂ A víi mäi tËp hîp A.  

III −  TËp hîp b»ng nhau 

6  
XÐt hai tËp hîp 

A = {n ∈  | n lµ béi cña 4 vµ 6} 

B = {n ∈  | n lµ béi cña 12}. 

H·y kiÓm tra c¸c kÕt luËn sau 

a) A ⊂ B ;     b) B ⊂ A. 

Khi A ⊂ B vµ B ⊂ A ta nãi tËp hîp A b»ng tËp hîp B vµ viÕt lµ 
A = B.  

Nh− vËy 

A = B ⇔ (∀x : x ∈ A ⇔ x ∈ B). 

A

B

A
B

A

B

C

H×nh 4 
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Bµi tËp 

1.  a) Cho A = {x ∈  | x < 20 vµ x chia hÕt cho 3}. 

H·y liÖt kª c¸c phÇn tö cña tËp hîp A. 

b) Cho tËp hîp B = {2, 6, 12, 20, 30}. 

H·y x¸c ®Þnh B b»ng c¸ch chØ ra mét tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cho c¸c phÇn tö cña nã. 

c) H·y liÖt kª c¸c phÇn tö cña tËp hîp c¸c häc sinh líp em cao d−íi 1m60. 

2.  Trong hai tËp hîp A vµ B d−íi ®©y, tËp hîp nµo lµ tËp con cña tËp hîp cßn l¹i ? 
Hai tËp hîp A vµ B cã b»ng nhau kh«ng ? 

a) A lµ tËp hîp c¸c h×nh vu«ng 

  B lµ tËp hîp c¸c h×nh thoi. 

b) A = {n ∈ | n lµ mét −íc chung cña 24 vµ 30} 

   B = {n ∈ | n lµ mét −íc cña 6}. 

3.  T×m tÊt c¶ c¸c tËp con cña tËp hîp sau 

a)  A = {a, b} ;           

b)  B = {0, 1, 2}. 

 

 

C ¸ c  p h Ð p  t o ¸ n  t Ë p  h î p  

I −  Giao cña hai tËp hîp 

1  
Cho  

A = {n ∈  | n lµ −íc cña 12} 

B = {n ∈  | n lµ −íc cña 18}. 

a) LiÖt kª c¸c phÇn tö cña A vµ cña B ; 

b) LiÖt kª c¸c phÇn tö cña tËp hîp C c¸c −íc chung cña 12 vµ 18. 

TËp hîp C gåm c¸c phÇn tö võa thuéc A, võa thuéc B ®−îc 
gäi lµ giao cña A vµ B.  
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           KÝ hiÖu C = A ∩ B (phÇn g¹ch  

                chÐo trong h×nh 5). VËy 

     A ∩ B = {x | x ∈ A vµ x ∈ B} 

          x ∈ A ∩ B ⇔ 
.

x A

x B

∈⎧
⎨ ∈⎩

 

II −  Hîp cña hai tËp hîp 

2  
Gi¶ sö A, B lÇn l−ît lµ tËp hîp c¸c häc sinh giái To¸n, giái V¨n cña líp 10E. BiÕt 

A = {Minh, Nam, Lan, Hång, NguyÖt} ; 

B = {C−êng, Lan, Dòng, Hång, TuyÕt, Lª}. 

(C¸c häc sinh trong líp kh«ng trïng tªn nhau.) 

Gäi C lµ tËp hîp ®éi tuyÓn thi häc sinh giái cña líp gåm c¸c b¹n giái To¸n hoÆc 
giái V¨n. H·y x¸c ®Þnh tËp hîp C. 

TËp hîp C gåm c¸c phÇn tö thuéc A 
hoÆc thuéc B ®−îc gäi lµ hîp cña A 
vµ B. 

KÝ hiÖu C = A ∪ B (phÇn g¹ch 
chÐo trong h×nh 6). VËy 

     A ∪ B = {x | x ∈ A hoÆc x ∈ B} 

x ∈ A ∪ B ⇔ 
.

x A

x B

∈⎡
⎢ ∈⎣

 

III −  HiÖu vµ phÇn bï cña hai tËp hîp 

3  
Gi¶ sö tËp hîp A c¸c häc sinh giái cña líp 10E lµ 

A = {An, Minh, B¶o, C−êng, Vinh, Hoa, Lan, TuÖ, Quý}. 
TËp hîp B c¸c häc sinh cña tæ 1 líp 10E lµ 

B = {An, Hïng, TuÊn, Vinh, Lª, T©m, TuÖ, Quý}. 
X¸c ®Þnh tËp hîp C c¸c häc sinh giái cña líp 10E kh«ng thuéc tæ 1. 

TËp hîp C gåm c¸c phÇn tö thuéc A nh−ng kh«ng thuéc B gäi 
lµ hiÖu cña A vµ B. 

A ∪ B 

H×nh 6 

A ∩ B 
H×nh 5 

A

B

A
B
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H×nh 7 

        KÝ hiÖu C = A \ B (phÇn g¹ch         
        chÐo trong h×nh 7). VËy 

     A \ B = {x | x ∈ A vµ x ∉ B} 

x ∈ A \ B ⇔ 
.

x A

x B

∈⎧
⎨ ∉⎩

 

 

Khi B ⊂ A th× A \ B gäi lµ phÇn 
bï cña B trong A, kÝ hiÖu CAB 
(phÇn g¹ch chÐo trong h×nh 8). 

 

Bµi tËp 

1.  KÝ hiÖu A lµ tËp hîp c¸c ch÷ c¸i trong c©u "cã chÝ th× nªn", B lµ tËp hîp 

c¸c ch÷ c¸i trong c©u "Cã c«ng mµi s¾t cã ngµy nªn kim". H·y 
x¸c ®Þnh A  ∩ B, A  ∪ B, A  \ B, B \ A. 

2. VÏ l¹i vµ g¹ch chÐo c¸c tËp hîp A ∩ B, A ∪ B, A \ B (h. 9) trong c¸c tr−êng 
hîp sau. 

 
 
 

   a)         b)       c)       d) 

H×nh 9 

3.  Trong sè 45 häc sinh cña líp 10A cã 15 b¹n ®−îc xÕp lo¹i häc lùc giái, 20 b¹n 
®−îc xÕp lo¹i h¹nh kiÓm tèt, trong ®ã cã 10 b¹n võa häc lùc giái, võa cã h¹nh 
kiÓm tèt. Hái  

a) Líp 10A cã bao nhiªu b¹n ®−îc khen th−ëng, biÕt r»ng muèn ®−îc khen 
th−ëng b¹n ®ã ph¶i häc lùc giái hoÆc cã h¹nh kiÓm tèt ? 

b) Líp 10A cã bao nhiªu b¹n ch−a ®−îc xÕp lo¹i häc lùc giái vµ ch−a cã 
h¹nh kiÓm tèt ? 

4.  Cho tËp hîp A, h·y x¸c ®Þnh A ∩ A, A ∪ A, A ∩ ∅, A ∪ ∅, AC A , AC ∅. 

 
H×nh 8 

B

A

A \ B

B

A
C BA

A B A B A

B

B

A
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C¸c tËp hîp sè  

 
I  −  C¸c tËp hîp sè ®· häc 

VÏ biÓu ®å minh ho¹ quan hÖ bao hµm cña c¸c tËp hîp sè ®· häc.  

1.  TËp hîp c¸c sè tù nhiªn  

 = {0, 1, 2, 3, ...} ; 
*  = {1, 2, 3, ...}. 

2.  TËp hîp c¸c sè nguyªn  

 = {..., −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, ...}. 

C¸c sè −1, −2, −3, ... lµ c¸c sè nguyªn ©m.  

VËy  gåm c¸c sè tù nhiªn vµ c¸c sè nguyªn ©m. 

3.  TËp hîp c¸c sè h÷u tØ  

Sè h÷u tØ biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng mét ph©n sè ,a

b
 trong ®ã a, b ∈ , b ≠ 0. 

Hai ph©n sè 
a

b
 vµ 

c

d
 biÓu diÔn cïng mét sè h÷u tØ khi vµ chØ khi ad = bc. 

Sè h÷u tØ cßn biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng sè thËp ph©n h÷u h¹n hoÆc v« h¹n 
tuÇn hoµn. 

VÝ dô 1.  
5

4
 = 1,25 

5

12
 = 0,41(6). 
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4.  TËp hîp c¸c sè thùc  

TËp hîp c¸c sè thùc gåm c¸c sè thËp ph©n h÷u h¹n, v« h¹n tuÇn hoµn vµ v« h¹n 
kh«ng tuÇn hoµn. C¸c sè thËp ph©n v« h¹n kh«ng tuÇn hoµn gäi lµ sè v« tØ. 

VÝ dô 2. α = 0,101101110 ... (sè ch÷ sè 1 sau mçi ch÷ sè 0 t¨ng dÇn) lµ 
mét sè v« tØ. 

TËp hîp c¸c sè thùc gåm c¸c sè h÷u tØ vµ c¸c sè v« tØ. 

Mçi sè thùc ®−îc biÓu diÔn bëi mét ®iÓm trªn trôc sè vµ ng−îc l¹i (h.10). 

             

  −2  −1    0     1    

H×nh 10 

II −  C¸c tËp hîp con th−êng dïng cña  

Trong to¸n häc ta th−êng gÆp c¸c tËp hîp con sau ®©y cña tËp hîp c¸c sè 
thùc  (h.11). 

Kho¶ng   

(a ; b)  = {x ∈  | a < x < b} 

(a ; +∞) = {x ∈  | a < x} 

(−∞ ; b) = {x ∈  | x < b}. 
§o¹n   

[a ; b]  = {x ∈  | a ≤ x ≤ b}. 

Nöa kho¶ng  

[a ; b)  = {x ∈  | a ≤ x < b} 

(a ; b]  = {x ∈  | a < x ≤ b} 

[a ; +∞) = {x ∈  | a ≤ x} 

(−∞ ; b] = {x ∈  | x ≤ b}. 

H×nh 11                  

KÝ hiÖu +∞ ®äc lµ d−¬ng v« cùc (hoÆc d−¬ng v« cïng), kÝ hiÖu −∞ ®äc lµ 
©m v« cùc (hoÆc ©m v« cïng).  

− 2 − 1 0 1 23
2

2

a b

b

a

a b

a b

a b

a

b
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Ta cã thÓ viÕt  = (−∞ ; +∞) vµ gäi lµ kho¶ng ( ; ).−∞ +∞  

Víi mäi sè thùc x ta còng viÕt x−∞ < < +∞ . 

Bµi tËp 

X¸c ®Þnh c¸c tËp hîp sau vµ biÓu diÔn chóng trªn trôc sè 

1.  a) [−3 ; 1) ∪ (0 ; 4] ;         b) (0 ; 2] ∪ [−1 ; 1) ; 

c) (−2 ; 15) ∪ (3 ; +∞) ;        d) 
4

1 ;
3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ∪ [−1 ; 2) ;    

e) (−∞ ; 1) ∪ (−2 ; +∞). 

2.  a) (−12 ; 3] ∩ [−1 ; 4] ;        b) (4 ; 7) ∩ (−7 ; −4) ; 

c) (2 ; 3) ∩ [3 ; 5) ;         d) (−∞ ; 2] ∩ [−2 ; +∞). 

3.  a) (−2 ; 3) \ (1 ; 5) ;         b) (−2 ; 3) \ [1 ; 5) ; 

c)  \ (2 ; +∞) ;          d)  \ (−∞ ; 3]. 

B ¹ n  c ã  b i Õ t   

C A N - T O  

 
Can-to lµ nhµ to¸n häc §øc gèc Do Th¸i. 

XuÊt ph¸t tõ viÖc nghiªn cøu c¸c tËp hîp v« h¹n vµ c¸c sè 
siªu h¹n, Can-to ®· ®Æt nÒn mãng cho viÖc x©y dùng LÝ thuyÕt 
tËp hîp. 

LÝ thuyÕt tËp hîp ngµy nay kh«ng nh÷ng lµ c¬ së cña to¸n 
häc mµ cßn lµ nguyªn nh©n cña viÖc rµ so¸t l¹i toµn bé c¬ së 
l«gic cña to¸n häc. Nã cã mét ¶nh h−ëng s©u s¾c ®Õn toµn 
bé cÊu tróc hiÖn ®¹i cña to¸n häc. 

Tõ nh÷ng n¨m 60 cña thÕ kØ  XX, tËp hîp ®−îc ®−a vµo gi¶ng 
d¹y trong tr−êng phæ th«ng ë tÊt c¶ c¸c n−íc. V× c«ng lao to 
lín cña Can-to ®èi víi to¸n häc, tªn cña «ng ®· ®−îc ®Æt cho 
mét miÖng nói löa trªn MÆt Tr¨ng. 

G. Can-to 
(Georg Ferdinand 

Ludwig Philipp Cantor
1845 − 1918) 
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Sè gÇn ®óng.  Sai  sè  

 
I  −  Sè gÇn ®óng 

VÝ dô 1. Khi tÝnh diÖn tÝch cña h×nh trßn b¸n kÝnh 

r = 2 cm theo c«ng thøc S = πr2 (h.12), 
Nam lÊy mét gi¸ trÞ gÇn ®óng cña π lµ 3,1 vµ 
®−îc kÕt qu¶ 

S = 3,1 . 4 = 12,4 (cm2). 
Minh lÊy mét gi¸ trÞ gÇn ®óng cña π lµ 3,14 vµ 
®−îc kÕt qu¶ 

S = 3,14 . 4 = 12,56 (cm2). 

V× π = 3,141592653 ... lµ mét sè thËp ph©n v« h¹n kh«ng tuÇn hoµn, nªn ta 

chØ viÕt ®−îc gÇn ®óng kÕt qu¶ phÐp tÝnh π.r2 b»ng mét sè thËp ph©n h÷u h¹n. 

1  
Khi ®äc c¸c th«ng tin sau em hiÓu ®ã 
lµ c¸c sè ®óng hay gÇn ®óng ? 
B¸n kÝnh ®−êng XÝch §¹o cña Tr i̧ §Êt lµ 
6378 km. 
Kho¶ng c¸ch tõ MÆt Tr¨ng ®Õn Tr¸i §Êt 
lµ 384 400 km. 
Kho¶ng c¸ch tõ MÆt Trêi ®Õn Tr¸i §Êt 
lµ 148 600 000 km. 

§Ó ®o c¸c ®¹i l−îng nh− b¸n kÝnh ®−êng XÝch §¹o cña Tr¸i §Êt, kho¶ng c¸ch 
tõ Tr¸i §Êt ®Õn c¸c v× sao,... ng−êi ta ph¶i dïng c¸c ph−¬ng ph¸p vµ c¸c 
dông cô ®o ®Æc biÖt. KÕt qu¶ cña phÐp ®o phô thuéc vµo ph−¬ng ph¸p ®o 
vµ dông cô ®−îc sö dông, v× thÕ th−êng chØ lµ nh÷ng sè gÇn ®óng. 

Trong ®o ®¹c, tÝnh to¸n ta th−êng chØ nhËn ®−îc c¸c sè gÇn ®óng. 

II −  Sai sè tuyÖt ®èi 

1.  Sai sè tuyÖt ®èi cña mét sè gÇn ®óng 

VÝ dô 2. Ta h·y xem trong hai kÕt qu¶ tÝnh diÖn tÝch h×nh trßn (r = 2 cm) 
cña Nam (S = 3,1 . 4 = 12,4) vµ Minh (S = 3,14 . 4 = 12,56), kÕt qu¶ nµo 
chÝnh x¸c h¬n. 

 

H×nh 12 

S

N

 

2 cm
O
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Ta thÊy  3,1 < 3,14 < π,  

do ®ã 3,1 . 4 < 3,14 . 4 < π . 4 

hay   12,4 < 12,56 < S = π . 4. 

Nh− vËy, kÕt qu¶ cña Minh gÇn víi kÕt qu¶ ®óng h¬n, hay chÝnh x¸c h¬n. 

Tõ bÊt ®¼ng thøc trªn suy ra 

|S − 12,56| < |S − 12,4|. 

Ta nãi  kÕt qu¶ cña Minh cã sai sè tuyÖt ®èi nhá h¬n cña Nam. 

NÕu a lµ sè gÇn ®óng cña sè ®óng a  th× Δa = | a  −  a| ®−îc gäi lµ 

sai sè tuyÖt ®èi cña sè gÇn ®óng a. 

2.   §é chÝnh x¸c cña mét sè gÇn ®óng 

VÝ dô 3. Cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc sai sè tuyÖt ®èi cña c¸c kÕt qu¶ tÝnh diÖn 
tÝch h×nh trßn cña Nam vµ Minh d−íi d¹ng sè thËp ph©n kh«ng ? 

V× ta kh«ng viÕt ®−îc gi¸ trÞ ®óng cña S = π.4 d−íi d¹ng mét sè thËp ph©n 
h÷u h¹n nªn kh«ng thÓ tÝnh ®−îc c¸c sai sè tuyÖt ®èi ®ã. Tuy nhiªn, ta cã 
thÓ −íc l−îng chóng, thËt vËy 

3,1 < 3,14 < π < 3,15. 

Do ®ã    12,4 < 12,56 < S < 12,6. 

Tõ ®ã suy ra  |S − 12,56| < |12,6 − 12,56| = 0,04 

|S − 12,4| < |12,6 − 12,4| = 0,2. 

Ta nãi kÕt qu¶ cña Minh cã sai sè tuyÖt ®èi kh«ng v−ît qu¸ 0,04, kÕt qu¶ 
cña Nam cã sai sè tuyÖt ®èi kh«ng v−ît qu¸ 0,2. Ta còng nãi kÕt qu¶ cña 
Minh cã ®é chÝnh x¸c lµ 0,04, kÕt qu¶ cña Nam cã ®é chÝnh x¸c lµ 0,2. 

NÕu Δa = | a  − a| ≤ d th× −d ≤ a  − a ≤ d hay a − d ≤  a  ≤ a + d.  

Ta nãi a lµ sè gÇn ®óng cña a  víi ®é chÝnh x¸c d, vµ quy 
−íc viÕt gän lµ a  = a ± d. 

2  

TÝnh ®−êng chÐo cña mét h×nh vu«ng cã c¹nh b»ng 3 cm vµ x¸c ®Þnh ®é chÝnh x¸c 

cña kÕt qu¶ t×m ®−îc. Cho biÕt 2 1,4142135= ... . 
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Chó ý 

Sai sè tuyÖt ®èi cña sè gÇn ®óng nhËn ®−îc trong mét phÐp ®o ®¹c ®«i 
khi kh«ng ph¶n ¸nh ®Çy ®ñ tÝnh chÝnh x¸c cña phÐp ®o ®ã. 

Ta xÐt vÝ dô sau. C¸c nhµ thiªn v¨n tÝnh ®−îc thêi gian ®Ó Tr¸i §Êt 

quay mét vßng xung quanh MÆt Trêi lµ 365 ngµy ±
1

4
 ngµy. Nam tÝnh 

thêi gian b¹n ®ã ®i tõ nhµ ®Õn tr−êng lµ 30 phót ± 1 phót. 

Trong hai phÐp ®o trªn, phÐp ®o nµo chÝnh x¸c h¬n ? 

 

 

 

 

 

 
 

 

PhÐp ®o cña c¸c nhµ thiªn v¨n cã sai sè tuyÖt ®èi kh«ng v−ît qu¸ 
1

4
 ngµy, 

nghÜa lµ 6 giê hay 360 phót. PhÐp ®o cña Nam cã sai sè tuyÖt ®èi kh«ng v−ît 
qu¸ 1 phót. 

Tho¹t nh×n, ta thÊy phÐp ®o cña Nam chÝnh x¸c h¬n cña c¸c nhµ thiªn v¨n 

(so s¸nh 1 phót víi 360 phót). Tuy nhiªn, 
1

4
 ngµy hay 360 phót lµ ®é chÝnh 

x¸c cña phÐp ®o mét chuyÓn ®éng trong 365 ngµy, cßn 1 phót lµ ®é chÝnh 
x¸c cña phÐp ®o mét chuyÓn ®éng trong 30 phót. So s¸nh hai tØ sè 

1
14 0,0006849...

365 1460
= =  

1
0,033

30
= ... 

ta ph¶i nãi phÐp ®o cña c¸c nhµ thiªn v¨n chÝnh x¸c h¬n nhiÒu. 

V× thÕ ngoµi sai sè tuyÖt ®èi Δa cña sè gÇn ®óng a, ng−êi ta cßn xÐt tØ sè 

.
Δ

=δ a
a a

 

aδ  ®−îc gäi lµ sai sè t−¬ng ®èi cña sè gÇn ®óng a. 

S

N

N

S

N

S

S

N

Mïa thu

89 ngµy 19 giê

Mïa hÌ
93 ngµy 15 giê

Mïa xu©n

92 ngµy 12 giê
Mïa ®«ng89 ngµy 
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III −  Quy trßn sè gÇn ®óng 

1.  ¤n tËp quy t¾c lµm trßn sè 

Trong s¸ch gi¸o khoa To¸n 7 tËp mét ta ®· biÕt quy t¾c lµm trßn sè ®Õn 
mét hµng nµo ®ã (gäi lµ hµng quy trßn) nh− sau 

NÕu ch÷ sè sau hµng quy trßn nhá h¬n 5 th× ta thay nã vµ c¸c 
ch÷ sè bªn ph¶i nã bëi ch÷ sè 0. 

NÕu ch÷ sè sau hµng quy trßn lín h¬n hoÆc b»ng 5 th× ta còng 
lµm nh− trªn, nh−ng céng thªm mét ®¬n vÞ vµo ch÷ sè cña 
hµng quy trßn. 

Ch¼ng h¹n 

Sè quy trßn ®Õn hµng ngh×n cña x = 2 841 675 lµ x ≈ 2 842 000, cña y = 432 415 
lµ y ≈ 432 000. 

Sè quy trßn ®Õn hµng phÇn tr¨m cña x = 12,4253 lµ x ≈ 12,43 ; cña y = 4,1521 
lµ y ≈ 4,15. 

2.  C¸ch viÕt sè quy trßn cña sè gÇn ®óng c¨n cø vµo ®é chÝnh x¸c 
cho tr−íc 

VÝ dô 4. Cho sè gÇn ®óng a = 2 841 275 víi ®é chÝnh x¸c d = 300. H·y viÕt 
sè quy trßn cña sè a. 

Gi¶i. V× ®é chÝnh x¸c ®Õn hµng tr¨m (d = 300) nªn ta quy trßn a ®Õn hµng 
ngh×n theo quy t¾c lµm trßn ë trªn. 

VËy sè quy trßn cña a lµ 2 841 000. 

VÝ dô 5. H·y viÕt sè quy trßn cña sè gÇn ®óng a = 3,1463 biÕt 

a  = 3,1463 ± 0,001. 

Gi¶i. V× ®é chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn ngh×n (®é chÝnh x¸c lµ 0,001) nªn ta 
quy trßn sè 3,1463 ®Õn hµng phÇn tr¨m theo quy t¾c lµm trßn ë trªn. 

VËy sè quy trßn cña a lµ 3,15. 

3 
H·y viÕt sè quy trßn cña sè gÇn ®óng trong nh÷ng tr−êng hîp sau   

a) 374529 ± 200 ;       

b) 4,1356 ± 0,001. 
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Bµi tËp 

1.  BiÕt 3 5 1,709975947=  ...  

ViÕt gÇn ®óng 3 5  theo nguyªn t¾c lµm trßn víi hai, ba, bèn ch÷ sè thËp 
ph©n vµ −íc l−îng sai sè tuyÖt ®èi. 

2.  ChiÒu dµi mét c¸i cÇu lµ l = 1745,25 m ± 0,01 m. 

H·y viÕt sè quy trßn cña sè gÇn ®óng 1745,25. 

3.  a) Cho gi¸ trÞ gÇn ®óng cña π lµ a = 3,141592653589 víi ®é chÝnh x¸c lµ 
1010− . H·y viÕt sè quy trßn cña a ; 

b) Cho b = 3,14 vµ c = 3,1416 lµ nh÷ng gi¸ trÞ gÇn ®óng cña π. H·y −íc 
l−îng sai sè tuyÖt ®èi cña b vµ c. 

4.  Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sau trªn m¸y tÝnh bá tói (trong kÕt qu¶ lÊy 4 ch÷ 
sè ë phÇn thËp ph©n). 

a) 73 . 14  ; 

b) 43 15 .12 . 

H−íng dÉn c¸ch gi¶i c©u a). NÕu dïng m¸y tÝnh Casio fx-500 MS ta lµm 
nh− sau  

Ên        3      ∧     7      ×         14      =d    

Ên liªn tiÕp phÝm MODE  cho ®Õn khi mµn h×nh hiÖn ra 

       Fix  Sci  Norm 

           1    2     3 

Ên liªn tiÕp 1  4  ®Ó lÊy 4 ch÷ sè ë phÇn thËp ph©n. KÕt qu¶ hiÖn ra trªn 

mµn h×nh lµ 8183.0047. 

5. Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sau trªn m¸y tÝnh bá tói 

 a) 53 217 : 13  víi kÕt qu¶ cã 6 ch÷ sè thËp ph©n ; 

 b) ( 3 342 37+ ) : 145 víi kÕt qu¶ cã 7 ch÷ sè thËp ph©n ; 

 c) 
95 3(1,23) 42⎡ ⎤+ −⎣ ⎦  víi kÕt qu¶ cã 5 ch÷ sè thËp ph©n. 
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H−íng dÉn c¸ch gi¶i c©u a). NÕu dïng m¸y tÝnh Casio fx-500 MS ta lµm 
nh− sau  

Ên                                                   

Ên liªn tiÕp phÝm MODE  cho ®Õn khi mµn h×nh hiÖn ra 

    Fix  Sci  Norm 
       1    2     3 

Ên liªn tiÕp 1  6  ®Ó lÊy 6 ch÷ sè thËp ph©n. 

KÕt qu¶ hiÖn ra trªn mµn h×nh lµ 0.000016. 

¤n tËp ch−¬ n g  I  

1.  X¸c ®Þnh tÝnh ®óng sai cña mÖnh ®Ò phñ ®Þnh A  theo tÝnh ®óng sai cña 
mÖnh  ®Ò A. 

2.  ThÕ nµo lµ mÖnh ®Ò ®¶o cña mÖnh ®Ò A ⇒ B ? NÕu A ⇒ B lµ mÖnh ®Ò 
®óng, th× mÖnh ®Ò ®¶o cña nã cã ®óng kh«ng ? Cho vÝ dô minh ho¹. 

3.  ThÕ nµo lµ hai mÖnh ®Ò t−¬ng ®−¬ng ? 

4.  Nªu ®Þnh nghÜa tËp hîp con cña mét tËp hîp vµ ®Þnh nghÜa hai tËp hîp 
b»ng nhau. 

5.  Nªu c¸c ®Þnh nghÜa hîp, giao, hiÖu vµ phÇn bï cña hai tËp hîp. Minh ho¹ 
c¸c kh¸i niÖm ®ã b»ng h×nh vÏ. 

6.  Nªu ®Þnh nghÜa ®o¹n [a ; b], kho¶ng (a ; b), nöa kho¶ng [a ; b), (a ; b], 

(−∞ ; b], [a ; +∞). ViÕt tËp hîp  c¸c sè thùc d−íi d¹ng mét kho¶ng. 

7.  ThÕ nµo lµ sai sè tuyÖt ®èi cña mét sè gÇn ®óng ? ThÕ nµo lµ ®é chÝnh x¸c 
cña mét sè gÇn ®óng ? 

8.  Cho tø gi¸c ABCD. XÐt tÝnh ®óng sai cña mÖnh ®Ò P ⇒ Q víi 

a) P :  "ABCD lµ mét h×nh vu«ng", 

  Q : "ABCD lµ mét h×nh b×nh hµnh" ; 

b) P :  "ABCD lµ mét h×nh thoi", 

Q : "ABCD lµ mét h×nh ch÷ nhËt". 

3 shift x 217 ÷ 13 ∧ 5 = 
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9.  XÐt mèi quan hÖ bao hµm gi÷a c¸c tËp hîp sau 

A lµ tËp hîp c¸c h×nh tø gi¸c ;     D lµ tËp hîp c¸c h×nh ch÷ nhËt ; 

B lµ tËp hîp c¸c h×nh b×nh hµnh ;   E lµ tËp hîp c¸c h×nh vu«ng ; 

C lµ tËp hîp c¸c h×nh thang ;     G lµ tËp hîp c¸c h×nh thoi. 

10.  LiÖt kª c¸c phÇn tö cña mçi tËp hîp sau  

a) A = {3k − 2 | k = 0, 1, 2, 3, 4, 5} ; 

b) B = {x ∈  | x ≤ 12} ; 

c) C = {(−1)n | n ∈ }. 

11.  Gi¶ sö A, B lµ hai tËp hîp sè vµ x lµ mét sè ®· cho. T×m c¸c cÆp mÖnh ®Ò 
t−¬ng ®−¬ng trong c¸c mÖnh ®Ò sau  

P  : "x ∈ A ∪ B" ;              S : "x ∈ A    vµ  x ∈ B" ; 

Q : "x ∈ A \ B"  ;          T : "x ∈ A hoÆc x ∈ B" ; 

R : "x ∈ A ∩ B" ;             X : "x ∈ A   vµ  x ∉ B". 

12.  X¸c ®Þnh c¸c tËp hîp sau  

a) (−3 ; 7) ∩ (0 ; 10) ; 

b) (−∞ ; 5) ∩ (2 ; +∞) ; 

c)  \ (−∞ ; 3). 

13.  Dïng m¸y tÝnh bá tói hoÆc b¶ng sè ®Ó t×m gi¸ trÞ gÇn ®óng a cña 3 12  (kÕt 
qu¶ ®−îc lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø ba). ¦íc l−îng sai sè tuyÖt ®èi 
cña a. 

14.  ChiÒu cao cña mét ngän ®åi lµ h = 347,13 m ± 0,2 m. 

H·y viÕt sè quy trßn cña sè gÇn ®óng 347,13. 

15.  Nh÷ng quan hÖ nµo trong c¸c quan hÖ sau lµ ®óng ? 

a) A ⊂ A ∪ B ;            

b) A ⊂ A ∩ B ;        

c) A ∩ B ⊂ A ∪ B ;       

d) A ∪ B ⊂ B ;       

e) A ∩ B ⊂ A. 
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Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

Chän ph−¬ng ¸n ®óng trong c¸c bµi tËp sau 

16.  Cho c¸c sè thùc a, b, c, d vµ a < b < c < d. Ta cã 

(A) (a ; c) ∩ (b ; d) = (b ; c) ;      (B) (a ; c) ∩ (b ; d) = [b ; c) ; 

(C) (a ; c) ∩ [b ; d) = [b ; c] ;      (D) (a ; c) ∪ (b ; d) = (b ; d). 

17.  BiÕt P ⇒ Q lµ mÖnh ®Ò ®óng. Ta cã 

(A) P lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó cã Q ;     (B) P lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã Q ; 

(C) Q lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó cã P ;   (D) Q lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã P.  

 

B μ i  ® ä c  t h ª m  

H Ö  n h Þ  p h © n  

C¸ch ghi sè th−êng dïng hiÖn nay (hÖ ghi sè thËp ph©n) do ng−êi Hin-®u Ên §é 
ph¸t minh vµo ®Çu thÕ kØ IX. §Ó ghi tÊt c¶ c¸c sè tù nhiªn, ng−êi Hin-®u dïng 
10 kÝ hiÖu (sau nµy ta gäi lµ 10 ch÷ sè) nh− sau  

 
 
c¸c sè ®−îc ghi thµnh hµng, kÓ tõ ph¶i sang tr¸i, hµng sau cã gi¸ trÞ b»ng 10 lÇn 
hµng tr−íc nã. 

C¸ch ghi sè cña ng−êi Hin-®u ®−îc truyÒn qua ¶ RËp råi sang ch©u ¢u vµ nhanh 
chãng ®−îc thõa nhËn trªn toµn thÕ giíi v× tÝnh −u viÖt cña nã so víi c¸c c¸ch ghi 
sè tr−íc ®ã. C¸ch ghi sè cæ duy nhÊt cßn ®−îc dïng ngµy nay lµ hÖ ghi sè La M·, 
nh−ng còng chØ mang ý nghÜa trang trÝ, t−îng tr−ng. 

Tr¶i qua nhiÒu thÕ kØ, 10 ch÷ sè cña ng−êi Hin-®u ®−îc biÕn ®æi nhiÒu lÇn ë c¸c quèc 
gia kh¸c nhau, råi ®i tíi thèng nhÊt trªn toµn thÕ giíi lµ c¸c ch÷ sè 

0  1  2  3  4  5  6  7  8  9. 

Ng−êi Hin-®u ghi sè theo nguyªn t¾c nµo ? 

Ta h·y xÐt mét sè cô thÓ, ch¼ng h¹n sè 2745. Ta nãi sè nµy gåm hai ngh×n, b¶y 
tr¨m, bèn m−¬i vµ n¨m ®¬n vÞ, hay cã thÓ viÕt 

2745 = 2.103 + 7.102 + 4.10 + 5. 



 27 

Tæng qu¸t, c¬ së cho c¸ch ghi sè cña ng−êi Hin-®u lµ ®Þnh lÝ sau 

"Mçi sè tù nhiªn a ≠ 0 ®Òu viÕt ®−îc mét c¸ch duy nhÊt d−íi d¹ng  

a = an.10n + an−110n−1 + ... + a1.10 + a0 

trong ®ã 0 ≤ ai ≤ 9, i = 0, ..., n vµ an ≠ 0". 

Khi a cã biÓu diÔn nh− vËy, ta viÕt 

1 1 0...n na a a a a−= . 

vµ nãi ®ã lµ c¸ch ghi sè a trong hÖ thËp ph©n. 

Tuy nhiªn, ®Þnh lÝ trªn vÉn ®óng khi ta thay 10 bëi sè nguyªn g > 1 tuú ý. Mçi sè tù 

nhiªn a ≠ 0 ®Òu viÕt ®−îc mét c¸ch duy nhÊt d−íi d¹ng 

a = angn + an−1gn−1 + ... + a1g + a0 

trong ®ã 0 ≤ ai ≤ g − 1, an ≠ 0. 

Khi a cã biÓu diÔn nh− vËy, ta viÕt 

1 1 0...n n ga a a a a−=  

vµ nãi ®ã lµ c¸ch ghi sè a trong hÖ g - ph©n ; a0, a1,..., an gäi lµ c¸c ch÷ sè cña sè 

a. V× 0 ≤ ai ≤ g − 1, nªn ®Ó biÓu diÔn sè tù nhiªn trong hÖ g - ph©n ta cÇn dïng g 
ch÷ sè. 

§Ó biÓu diÔn sè tù nhiªn a trong hÖ g - ph©n, ta thùc hiÖn phÐp chia liªn tiÕp a vµ 
c¸c th−¬ng nhËn ®−îc cho g. 

VÝ dô. BiÓu diÔn 10 trong hÖ nhÞ ph©n (g = 2). 

Ta cã    10  2 

      0   5   2 

       1   2   2 

         0   1   2 

           1   0 

ViÕt d·y c¸c sè d− theo thø tù tõ d−íi lªn ta ®−îc sù biÓu diÔn cña 10 trong hÖ 
nhÞ ph©n  

2
10 1010= . 

Trong hÖ nhÞ ph©n chØ cã hai ch÷ sè lµ 0 vµ 1 vµ mçi sè tù nhiªn ®−îc biÓu diÔn bëi 
mét d·y kÝ hiÖu 0 vµ 1. Mét d·y kÝ hiÖu 0 vµ 1 cã thÓ biÓu thÞ bëi mét d·y bãng ®Ìn 
víi quy −íc bãng ®Ìn s¸ng biÓu thÞ ch÷ sè 1, bãng ®Ìn t¾t biÓu thÞ ch÷ sè 0. 
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§iÒu ®ã gi¶i thÝch v× sao hÖ nhÞ ph©n ®−îc sö dông trong C«ng nghÖ th«ng tin. 

B¶ng d−íi ®©y cho sù biÓu diÔn c¸c sè tõ 0 ®Õn 15. 

Sè trong hÖ thËp ph©n BiÓu diÔn nhÞ ph©n BiÓu diÔn vËt lÝ 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

0 

1 

10 

11 

100 

101 

110 

111 

1000 

1001 

1010 

1011 

1100 

1101 

1110 

1111 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

ViÖc thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh trong hÖ nhÞ ph©n còng t−¬ng tù nh− trong hÖ thËp 
ph©n nh−ng dÔ dµng h¬n nhiÒu v× b¶ng céng vµ b¶ng nh©n (céng vµ nh©n c¸c 
ch÷ sè) trong hÖ nhÞ ph©n rÊt ®¬n gi¶n 

+ 0 1  × 0 1 

0 0 1  0 0 0 

1 1 10  1 0 1 

§Ó céng hai sè bÊt k× trong hÖ nhÞ ph©n, ta ®Æt phÐp tÝnh nh− trong hÖ thËp ph©n 
vµ chó ý r»ng 1 + 1 = 10 (viÕt 0 nhí 1). 
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VÝ dô.  

1 0 1 1 0  
+

  1 0 1 1  

 1 0 0 0 0 1  

Cßn ®èi víi phÐp nh©n ta chØ cÇn thùc hiÖn c¸c phÐp dÞch chuyÓn vµ phÐp céng. 

VÝ dô. 

 1 0 1 1 0

 
×

  1 0 1

  1 0 1 1 0

 0 0 0 0 0  

1 0 1 1 0   

1 1 0 1 1 1 0

Nh− vËy, c¸c phÐp tÝnh trong hÖ nhÞ ph©n ®−îc tiÕn hµnh theo nh÷ng quy t¾c ®¬n 
gi¶n, do ®ã dÔ "d¹y" cho m¸y thùc hiÖn. §ã còng lµ lÝ do ®Ó sö dông hÖ nhÞ ph©n 
trong C«ng nghÖ th«ng tin. 

 

 
 

B ¹ n  c ã  b i Õ t  

H Ö  g h i  s è  A i  c Ë p  

Nãi ®Õn Ai CËp ta nghÜ ngay ®Õn c¸c Kim tù th¸p ®Çy huyÒn bÝ. 
Chóng chøng tá r»ng tõ thêi xa x−a ë n¬i ®©y ®· cã mét nÒn v¨n 
minh rùc rì. 

Tõ kho¶ng 3400 n¨m tr−íc C«ng nguyªn, ng−êi Ai CËp ®· cã mét 

hÖ thèng ghi sè gåm 7 kÝ hiÖu, cã gi¸ trÞ t−¬ng øng nh− sau  

 

 

    1  10  100 1000  10 000    100 000 1 000 000 
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Kim tù th¸p Kª-èp 

Tõ 7 kÝ hiÖu trªn c¸c sè ®−îc ghi theo nguyªn t¾c céng tÝnh, nghÜa 
lµ gi¸ trÞ cña mét sè b»ng tæng gi¸ trÞ c¸c kÝ hiÖu cã mÆt trong sè 
®ã. VÝ dô  

        =  

= 1 000 000 + 100 000 + 10 000 + 10 000 + 10 + 1 + 1 

= 1 120 012. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

Trong ch−¬ng tr×nh m«n To¸n Trung häc c¬ së, häc sinh 
®· n¾m ®−îc c¸c kh¸i niÖm hµm sè, hµm sè bËc nhÊt, hµm                                     

  sè bËc hai, hµm sè ®ång biÕn, hµm sè nghÞch biÕn. 
Ch−¬ng nµy «n tËp vµ bæ sung c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ 

hµm sè, tËp x¸c ®Þnh, ®å thÞ cña hµm sè, kh¸i niÖm hµm sè 
ch½n, hµm sè lÎ, xÐt chiÒu biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ c¸c hµm 

sè ®· häc. 
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Hμm  s è   

 
I  −  «n tËp vÒ hµm sè 

1.  Hµm sè. TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè 
Gi¶ sö cã hai ®¹i l−îng biÕn thiªn x vµ y, trong ®ã x nhËn gi¸ trÞ thuéc tËp 
sè D. 

NÕu víi mçi gi¸ trÞ cña x thuéc tËp D cã mét vµ chØ mét gi¸ 
trÞ t−¬ng øng cña y thuéc tËp sè thùc  th× ta cã mét hµm sè. 

Ta gäi x lµ biÕn sè vµ y lµ hµm sè cña x.  

TËp hîp D ®−îc gäi lµ tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè. 

VÝ dô 1 
B¶ng d−íi ®©y trÝch tõ trang web cña HiÖp héi liªn doanh ViÖt Nam − Th¸i Lan 
ngµy 26 – 10 – 2005 vÒ thu nhËp b×nh qu©n ®Çu ng−êi (TNBQ§N) cña 
n−íc ta tõ n¨m 1995 ®Õn n¨m 2004.  

N¨m 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2004 

TNBQ§N 
(tÝnh theo USD) 

200 282 295 311 339 363 375 394 564 

B¶ng nµy thÓ hiÖn sù phô thuéc gi÷a thu nhËp b×nh qu©n ®Çu ng−êi (kÝ hiÖu 
lµ y) vµ thêi gian x (tÝnh b»ng n¨m). 

Víi mçi gi¸ trÞ x ∈ D = {1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001, 2002, 
2004} cã mét gi¸ trÞ duy nhÊt y. 
VËy ta cã mét hµm sè. TËp hîp D lµ tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè nµy. 

C¸c gi¸ trÞ y = 200 ; 282 ; 295 ; ... ®−îc gäi lµ c¸c gi¸ trÞ cña hµm sè, 
t−¬ng øng, t¹i x = 1995 ; 1996 ; 1997 ; ... 

1  
H·y nªu mét vÝ dô thùc tÕ vÒ hµm sè.  

2.  C¸ch cho hµm sè 
Mét hµm sè cã thÓ ®−îc cho b»ng c¸c c¸ch sau. 

Hµm sè cho b»ng b¶ng 

Hµm sè trong vÝ dô trªn lµ mét hµm sè ®−îc cho b»ng b¶ng. 
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2  

H·y chØ ra c¸c gi¸ trÞ cña hµm sè trªn t¹i x = 2001 ; 2004 ; 1999. 

Hµm sè cho b»ng biÓu ®å 

VÝ dô 2. BiÓu ®å d−íi (h.13) (trÝch tõ b¸o Khoa häc vµ §êi sèng sè 47 

ngµy 8 − 11−2002) m« t¶ sè c«ng tr×nh khoa häc kÜ thuËt ®¨ng kÝ dù gi¶i 
th−ëng S¸ng t¹o Khoa häc C«ng nghÖ ViÖt Nam vµ sè c«ng tr×nh ®o¹t gi¶i 
hµng n¨m tõ 1995 ®Õn 2001.  

BiÓu ®å nµy x¸c ®Þnh hai hµm sè trªn cïng tËp x¸c ®Þnh 

 = {1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001}.D  

3  

H·y chØ ra c¸c gi¸ trÞ cña mçi hµm sè trªn t¹i c¸c gi¸ trÞ x ∈ D. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

H×nh 13 

Hµm sè cho b»ng c«ng thøc 

4  
H·y kÓ c¸c hµm sè ®· häc ë Trung häc c¬ së. 

C¸c hµm sè y = ax + b, y = 
a

x
, y = ax2 lµ nh÷ng hµm sè ®−îc cho bëi c«ng thøc.  

Tæng sè c«ng tr×nh tham dù gi¶i th−ëng

Tæng sè c«ng tr×nh ®o¹t gi¶i th−ëng

n¨m
1995

n¨m
1996

n¨m
1997

n¨m
1998

n¨m
1999

n¨m
2000

n¨m
2001

39

10

43

56

78

108
116

141

43
35

17
23

28 29
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Khi cho hµm sè b»ng c«ng thøc mµ kh«ng chØ râ tËp x¸c ®Þnh cña nã th× ta 
cã quy −íc sau   

TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè y = f(x) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c sè 
thùc x sao cho biÓu thøc f(x) cã nghÜa.  

VÝ dô 3. T×m tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè f(x) = 3x − . 

Gi¶i. BiÓu thøc 3x −  cã nghÜa khi x − 3 ≥ 0, tøc lµ khi x ≥ 3. VËy tËp 
x¸c ®Þnh cña hµm sè ®· cho lµ D = [3 ; +∞). 

5  
T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè sau  

a) 
3

( )
2

g x
x

=
+

 ;      

b) ( ) 1 1h x x x= + + − . 

Chó ý 

Mét hµm sè cã thÓ ®−îc cho bëi hai, ba,... c«ng thøc. Ch¼ng 
h¹n, cho hµm sè  

2

2 1 víi 0

víi 0

x x
y

x x

+ ≥⎧⎪= ⎨
− <⎪⎩

 

nghÜa lµ víi x ≥ 0 hµm sè ®−îc x¸c ®Þnh bëi biÓu thøc f(x) = 2x  + 1, 

víi x < 0 hµm sè ®−îc x¸c ®Þnh bëi biÓu thøc 2( )g x x= − . 

6  

TÝnh gi¸ trÞ cña hµm sè ë chó ý trªn t¹i x = −2 vµ x = 5. 

3.  §å thÞ cña hµm sè  

§å thÞ cña hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn tËp D lµ tËp hîp tÊt c¶ 
c¸c ®iÓm M(x ; f(x)) trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é víi mäi x thuéc D. 

VÝ dô 4. Trong S¸ch gi¸o khoa To¸n 9, ta ®· biÕt ®å thÞ cña hµm sè bËc nhÊt 

y = ax + b lµ mét ®−êng th¼ng, ®å thÞ cña hµm sè bËc hai y = ax2 lµ mét 
®−êng parabol. 
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   §å thÞ hµm sè f(x) = x + 1        §å thÞ hµm sè 21
( )

2
g x x=  

H×nh 14  

7  
Dùa vµo ®å thÞ cña hai hµm sè ®· cho trong h×nh 14 

y = f(x) = x + 1 vµ y = g(x) = 21

2
x  h·y 

a) TÝnh f(−2), f(−1), f(0), f(2), g(−1), g(−2), g(0) ; 

b) T×m x, sao cho f(x) = 2 ; 

 T×m x, sao cho g(x) = 2. 

Ta th−êng gÆp tr−êng hîp ®å thÞ cña hµm sè y = f(x) lµ mét ®−êng (®−êng th¼ng, 
®−êng cong, ...). Khi ®ã, ta nãi y = f(x) lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng ®ã. 
Ch¼ng h¹n 

y = ax + b lµ ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng th¼ng. 

y = ax2 (a ≠ 0) lµ ph−¬ng tr×nh cña mét ®−êng parabol. 

II −  Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

1.  ¤n tËp 

XÐt ®å thÞ hµm sè y = f(x) = x2 (h.15a). Ta thÊy trªn kho¶ng (−∞ ; 0) ®å thÞ 
"®i xuèng" tõ tr¸i sang ph¶i (h.15b) vµ víi  

x1, x2 ∈ (−∞ ; 0), x1 < x2 th× f(x1) > f(x2). 

Nh− vËy, khi gi¸ trÞ cña biÕn sè t¨ng th× gi¸ trÞ cña hµm sè gi¶m.  

Ta nãi hµm sè y = x2 nghÞch biÕn trªn kho¶ng (−∞ ; 0). 

O
−1−2

1 2

−1

1

2

O−1−2

x

y y

x1 2

1

2

3

0,5
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a)             b)          c) 

H×nh 15 

Trªn kho¶ng (0 ; +∞) ®å thÞ "®i lªn" tõ tr¸i sang ph¶i (h.15c) vµ víi 

x1, x2 ∈ (0 ; +∞) ; 1 2x x<  th× f(x1) < f(x2). 

Nh− vËy, khi gi¸ trÞ cña biÕn sè t¨ng th× gi¸ trÞ cña hµm sè còng t¨ng.  

Ta nãi hµm sè y = x2 ®ång biÕn trªn kho¶ng (0 ; +∞). 

Chó ý 

Khi x > 0 vµ nhËn c¸c gi¸ trÞ lín tuú ý th× ta nãi x dÇn tíi +∞. 

Khi x < 0 vµ x  nhËn c¸c gi¸ trÞ lín tuú ý th× ta nãi x dÇn tíi −∞. 

Ta thÊy khi x dÇn tíi +∞ hay −∞ th× x2 dÇn tíi +∞. 

Tæng qu¸t 

Hµm sè y = f(x) gäi lµ ®ång biÕn (t¨ng) trªn kho¶ng (a ; b) nÕu  

∀x1, x2 ∈ (a ; b) : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2). 

Hµm sè y = f(x) gäi lµ nghÞch biÕn (gi¶m) trªn kho¶ng (a ; b) nÕu  

∀x1, x2 ∈ (a ; b) : x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2). 

2.  B¶ng biÕn thiªn 

XÐt chiÒu biÕn thiªn cña mét hµm sè lµ t×m c¸c kho¶ng ®ång biÕn vµ c¸c 
kho¶ng nghÞch biÕn cña nã. KÕt qu¶ xÐt chiÒu biÕn thiªn ®−îc tæng kÕt 
trong mét b¶ng gäi lµ b¶ng biÕn thiªn. 
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VÝ dô 5. D−íi ®©y lµ b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè y = x2. 

x −∞ 0 +∞ 

y 
+∞  

0 

+∞

Hµm sè y = x2 x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (hoÆc trong kho¶ng) (−∞ ; +∞) vµ khi 
x dÇn tíi +∞ hoÆc dÇn tíi −∞ th× y ®Òu dÇn tíi +∞. 

T¹i x = 0 th× y = 0. 

§Ó diÔn t¶ hµm sè nghÞch biÕn trªn kho¶ng (−∞ ; 0) ta vÏ mòi 
tªn ®i xuèng (tõ +∞ ®Õn 0). 
§Ó diÔn t¶ hµm sè ®ång biÕn trªn kho¶ng (0 ; +∞) ta vÏ mòi 
tªn ®i lªn (tõ 0 ®Õn +∞). 
Nh×n vµo b¶ng biÕn thiªn, ta s¬ bé h×nh dung ®−îc ®å thÞ hµm 
sè (®i lªn trong kho¶ng nµo, ®i xuèng trong kho¶ng nµo). 

III −  TÝnh ch½n lÎ cña hµm sè 

1.  Hµm sè ch½n, hµm sè lÎ 

XÐt ®å thÞ cña hai hµm sè y = f(x) = x2 vµ y = g(x) = x (h.16). 

 

 

 

 

 

 

    §å thÞ hµm sè y = x
2
          §å thÞ hµm sè y = x 

H×nh 16 

§−êng parabol y = x2 cã trôc ®èi xøng lµ Oy. T¹i hai gi¸ trÞ ®èi nhau cña 
biÕn sè x, hµm sè nhËn cïng mét gi¸ trÞ 

f(−1) = f(1) = 1, f(−2) = f(2) = 4,... 

Gèc to¹ ®é O lµ t©m ®èi xøng cña ®−êng th¼ng y = x. T¹i hai gi¸ trÞ ®èi 
nhau cña biÕn sè x, hµm sè nhËn hai gi¸ trÞ ®èi nhau 

g(−1) = −g(1), g(−2) = −g(2), ... 

1 2

1

2

−2 −1
O
−1

−21 2

1

4

O−1−2 x

y

x

y
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Hµm sè y = x2 lµ mét vÝ dô vÒ hµm sè ch½n. 

Hµm sè y = x lµ mét vÝ dô vÒ hµm sè lÎ. 
Tæng qu¸t 

Hµm sè y = f(x) víi tËp x¸c ®Þnh D gäi lµ hµm sè ch½n nÕu  

∀x ∈ D th× −x ∈ D vµ f(−x) = f(x). 

Hµm sè y = f(x) víi tËp x¸c ®Þnh D gäi lµ hµm sè lÎ nÕu  

∀x ∈ D th× −x ∈ D vµ f(−x) = −f(x). 

8  
XÐt tÝnh ch½n lÎ cña c¸c hµm sè 

a) y = 3x
2
 − 2 ;     b) 

1
;y

x
=      c) y x= . 

Chó ý 
Mét hµm sè kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i lµ hµm sè ch½n hoÆc hµm sè 
lÎ. Ch¼ng h¹n, hµm sè y = 2x + 1 kh«ng lµ hµm sè ch½n, còng 
kh«ng lµ hµm sè lÎ v× gi¸ trÞ cña nã t¹i x = 1 vµ x = −1 t−¬ng 
øng lµ 3 vµ −1. Hai gi¸ trÞ nµy kh«ng b»ng nhau vµ còng 
kh«ng ®èi nhau.  

2.  §å thÞ cña hµm sè ch½n, hµm sè lÎ 

NhËn xÐt vÒ ®å thÞ cña hµm sè y = x2 vµ y = x trong môc 1 còng ®óng cho 
tr−êng hîp tæng qu¸t. Ta cã kÕt luËn sau  

§å thÞ cña mét hµm sè ch½n nhËn trôc tung lµm trôc ®èi xøng.  

§å thÞ cña mét hµm sè lÎ nhËn gèc to¹ ®é lµm t©m ®èi xøng. 

Bµi tËp 

1.  T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè 

a) y = 
3 2

2 1

x

x

−
+

 ;  b) y = 
2

1

2 3

x

x x

−

+ −
 ; c) y = 2 1 3x x+ − − . 

2.  Cho hµm sè    

y = 
2

1  víi 2

2  víi 2.

x x

x x

+ ≥⎧⎪
⎨

− <⎪⎩
 

TÝnh gi¸ trÞ cña hµm sè ®ã t¹i x = 3 ; x = −1 ; x = 2. 



 39 

3.  Cho hµm sè y = 3x2 − 2x + 1. C¸c ®iÓm sau cã thuéc ®å thÞ cña hµm sè ®ã kh«ng ? 

a) M(−1 ; 6) ;        

b) N(1 ; 1) ;        

c) P(0 ; 1).  

4.  XÐt tÝnh ch½n lÎ cña c¸c hµm sè  

a) y = |x| ;             

b) y = (x + 2)2 ; 

c) y = x3 + x ;            

d) y = 2 1x x+ + . 

 

 
 

 

Hμm  s è y  =  a x  +  b   

 
I  −  «n tËp vÒ Hµm sè bËc nhÊt  

y = ax + b (a ≠ 0).             

TËp x¸c ®Þnh D = . 

ChiÒu biÕn thiªn 

     Víi a > 0 hµm sè ®ång biÕn trªn . 

     Víi a < 0 hµm sè nghÞch biÕn trªn . 

B¶ng biÕn thiªn 

a > 0                a < 0 

x −∞  +∞  x −∞  +∞ 

  +∞  +∞   
y 

−∞    
y 

  −∞ 
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§å thÞ 

§å thÞ cña hµm sè lµ mét ®−êng th¼ng kh«ng song song vµ còng kh«ng 
trïng víi c¸c trôc to¹ ®é. §−êng th¼ng nµy lu«n song song víi ®−êng 

th¼ng y = ax (nÕu b ≠ 0) vµ ®i qua hai ®iÓm A(0 ; b) ; ; 0
b

B
a

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (h.17). 

 

 

 

 

              

 

 
 
 

H×nh 17 
1  

VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè : y = 3x + 2 ; y =
1

5
2

x− + . 

II −  hµm sè h»ng  y =  b   

2  
Cho hµm sè h»ng y = 2. 

X¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i x = −2 ; −1 ; 0 ; 1 ; 2. 

BiÓu diÔn c¸c ®iÓm 

(−2 ; 2), (−1 ; 2), (0 ; 2), (1 ; 2), (2 ; 2) trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

Nªu nhËn xÐt vÒ ®å thÞ cña hµm sè y = 2.  

§å thÞ cña hµm sè y = b lµ mét 
®−êng th¼ng song song hoÆc trïng 
víi trôc hoµnh vµ c¾t trôc tung t¹i 
®iÓm (0 ; b). §−êng th¼ng nµy gäi 
lµ ®−êng th¼ng y = b (h.18).  

III −  Hµm sè  y  =  x  

Hµm sè y = x  cã liªn quan chÆt chÏ víi hµm bËc nhÊt. 

x

y

b y =  b

O

H×nh 18 

a > 0

y =
 ax +

 b

y =
 ax

a

b

x

y

Oa
b− 1

a < 0

y

b y = axy = ax + b

a
b− O

a

1
x
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1.  TËp x¸c ®Þnh  

Hµm sè y = x  x¸c ®Þnh víi mäi gi¸ trÞ cña x, tøc lµ tËp x¸c ®Þnh D = . 

2.  ChiÒu biÕn thiªn  

Theo ®Þnh nghÜa cña gi¸ trÞ tuyÖt ®èi, ta cã 

≥⎧
= = ⎨−⎩

nÕu 0

nÕu < 0.

x x
y x

x x
 

Tõ ®ã suy ra 

Hµm sè y = x  nghÞch biÕn trªn kho¶ng (−∞ ; 0) vµ ®ång biÕn 
trªn kho¶ng (0 ; +∞).  

B¶ng biÕn thiªn.  

Khi x > 0 vµ dÇn tíi +∞ th× y = x dÇn tíi +∞, khi x < 0 vµ dÇn tíi −∞ th× 
y = −x còng dÇn tíi +∞. Ta cã b¶ng biÕn thiªn sau 

x −∞  0 +∞ 

y 
+∞  

0 
+∞

3.  §å thÞ (h.19) 

Trong nöa kho¶ng [0 ; +∞) ®å thÞ cña hµm 
sè y = x  trïng víi ®å thÞ cña hµm sè y = x. 

Trong kho¶ng (−∞ ; 0) ®å thÞ cña hµm sè y = x  
trïng víi ®å thÞ cña hµm sè y = −x.  

Chó ý 

Hµm sè y = x  lµ mét hµm sè ch½n, ®å thÞ cña nã nhËn Oy lµm 
trôc ®èi xøng. 

Bµi tËp 

1.  VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè  

a) y = 2x − 3 ;           b) 2.y =  

1

O 1−1 x

y

H×nh 19 
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c) y = 
3

7
2

x− +  ;          d) .1y x= −  

2.  X¸c ®Þnh a, b ®Ó ®å thÞ cña hµm sè y = ax + b ®i qua c¸c ®iÓm 

a) A(0 ; 3) vµ B
3

; 0
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  

b) A(1 ; 2) vµ B(2 ; 1) ; 

c) A(15 ; −3) vµ B(21 ; −3). 

3.  ViÕt ph−¬ng tr×nh y = ax + b cña c¸c ®−êng th¼ng  

a) §i qua hai ®iÓm A(4 ; 3) vµ B(2 ; −1) ; 

b) §i qua ®iÓm A(1 ; −1) vµ song song víi Ox. 

4.  VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè  

a) 
2 víi 0

1
víi  < 0 ;

2

x x
y

x x

≥⎧
⎪= ⎨

−⎪⎩

      b) 
1 víi 1

2 4 víi 1.

x x
y

x x

+ ≥⎧
= ⎨− + <⎩

 

 

 
 

Hμm  s è  b Ë c  h a i   

 

 

Hµm sè bËc hai ®−îc cho bëi c«ng thøc 

y = ax2 + bx + c (a ≠ 0). 

TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè nµy lµ D = . 

Hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) ®· häc ë líp 9 lµ mét tr−êng hîp riªng cña hµm sè nµy. 

I −  §å thÞ cña hµm sè bËc hai 

1  

Nh¾c l¹i c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ ®å thÞ cña hµm sè y = ax2. 
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1.  NhËn xÐt 

1) §iÓm O(0 ; 0) lµ ®Ønh cña parabol y = 2ax . §ã lµ ®iÓm thÊp nhÊt cña ®å 
thÞ trong tr−êng hîp a > 0 (y ≥ 0 víi mäi x), vµ lµ ®iÓm cao nhÊt cña ®å thÞ 
trong tr−êng hîp a < 0 (y ≤ 0 víi mäi x) (h.20). 

 

 

 

 
 

 

 

H×nh 20 

2) Thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi ®· biÕt ë líp 9, ta cã thÓ viÕt 

y = 
2

2

2 4

b
ax bx c a x

a a

−Δ⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, víi Δ = 2 4 .b ac−  

Tõ ®ã ta cã nhËn xÐt sau  

NÕu x = 
2

b

a
−  th× y = 

4a

−Δ
. VËy ®iÓm I ;

2 4

b

a a

−Δ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 thuéc ®å thÞ cña hµm sè 

y = ax2 + bx + c (a ≠ 0). 

NÕu a > 0 th× y ≥ 
4a

−Δ
 víi mäi x, do ®ã I lµ ®iÓm thÊp nhÊt cña ®å thÞ. 

NÕu a < 0 th× y ≤ 
4a

−Δ
 víi mäi x, do ®ã I lµ ®iÓm cao nhÊt cña ®å thÞ. 

Nh− vËy, ®iÓm I ;
2 4

b

a a

−Δ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ®èi víi ®å thÞ cña hµm sè y = ax2 + bx + c (a ≠ 0) 

®ãng vai trß nh− ®Ønh O(0 ; 0) cña parabol y = ax2. 

2.  §å thÞ 

D−íi ®©y (xem bµi ®äc thªm) ta sÏ thÊy ®å thÞ cña hµm sè 2y ax bx c= + +  

chÝnh lµ ®−êng parabol 2y ax=  sau mét sè phÐp "dÞch chuyÓn" trªn mÆt ph¼ng 
to¹ ®é. 

x

y

x

y

O
y 

= 
ax

2

a > 0 a < 0

O
y = ax

2



 44 

§å thÞ cña hµm sè 2y ax bx c= + +  (a ≠ 0) lµ mét ®−êng 

parabol cã ®Ønh lµ ®iÓm I ;
2 4

b

a a

−Δ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, cã trôc ®èi xøng lµ 

®−êng th¼ng
2

b
x

a
= − . Parabol nµy quay bÒ lâm lªn trªn nÕu 

a > 0, xuèng d−íi nÕu a < 0 (h.21).  
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3.  C¸ch vÏ 

§Ó vÏ ®−êng parabol 2y ax bx c= + +  (a ≠ 0), ta thùc hiÖn c¸c b−íc 

1) X¸c ®Þnh to¹ ®é cña ®Ønh ; .
2 4

b
I

a a

−Δ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2) VÏ trôc ®èi xøng .
2

b
x

a
= −  

3) X¸c ®Þnh to¹ ®é c¸c giao ®iÓm cña parabol víi trôc tung (®iÓm (0 ; c)) 
vµ trôc hoµnh (nÕu cã). 

X¸c ®Þnh thªm mét sè ®iÓm thuéc ®å thÞ, ch¼ng h¹n ®iÓm ®èi xøng víi 
®iÓm (0 ; c) qua trôc ®èi xøng cña parabol, ®Ó vÏ ®å thÞ chÝnh x¸c h¬n. 

4) VÏ parabol.  

Khi vÏ parabol cÇn chó ý ®Õn dÊu cña hÖ sè a (a > 0 bÒ lâm quay lªn trªn, 
a < 0 bÒ lâm quay xuèng d−íi). 

x

y

O

4a

b
a2

I

y 
=

 a
x

+ 
bx

 +
 c

2

x

y

O

I

a > 0 a < 0

4a

y 
= 

ax
+

 b
x 

+ 
c

2

−

−

−

b
a2

−

Δ

Δ
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VÝ dô. VÏ parabol 23 2 1y x x= − − . 

Ta cã  

§Ønh
1 4

;
3 3

I
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

Trôc ®èi xøng lµ ®−êng th¼ng x = 
1

3
 ; 

Giao ®iÓm víi Oy lµ A(0 ; −1) ; 

§iÓm ®èi xøng víi ®iÓm A(0 ; −1) qua ®−êng th¼ng 
1

3
x =  lµ 

2
; 1 .

3
A'

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Giao ®iÓm víi Ox lµ B(1 ; 0) vµ 
1

; 0
3

C
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.     

§å thÞ nh− h×nh 22. 

2  

VÏ parabol y = −2x
2
 + x + 3. 

 

 

 
 
 

II −  ChiÒu biÕn thiªn cña hµm sè bËc hai 

Dùa vµo ®å thÞ cña hµm sè 2y ax bx c= + +  (a ≠ 0), ta cã b¶ng biÕn thiªn 
cña nã trong hai tr−êng hîp a > 0 vµ a < 0 nh− sau  

a > 0              a < 0 

x −∞ −
2

b

a
 +∞  x −∞ −

2

b

a
 +∞ 

+∞ 
 

+∞ 
  

4a

−Δ
  

y 

 
4a

−Δ
   

y 

−∞ 
 

−∞ 

Tõ ®ã ta cã ®Þnh lÝ d−íi ®©y  

H×nh 22 

y

O

4
3

1
C

1
3

x

B
1
3

A

I

x

−1

1
3

2
3

A'

y 
=

 
x

x
3

2
1

2 −
−
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§Þnh lÝ 

NÕu a > 0 th× hµm sè 2y ax bx c= + +  

NghÞch biÕn trªn kho¶ng ;
2

b

a

−⎛ ⎞−∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 

§ång biÕn trªn kho¶ng ;
2

b

a

−⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

NÕu a < 0 th× hµm sè 2y ax bx c= + +   

§ång biÕn trªn kho¶ng ;
2

b

a

−⎛ ⎞−∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  

NghÞch biÕn trªn kho¶ng ;
2

b

a

−⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
 

B μ i  ® ä c  t h ª m   

§−ê n g  p a r a b o l   

Trong §3, ta ®· kh¼ng ®Þnh r»ng ®å thÞ cña hµm sè bËc hai y = ax2 + bx + c (a ≠ 0) 
lµ mét ®−êng parabol. D−íi ®©y ta sÏ chøng tá ®iÒu ®ã vµ cho thÊy ®−êng 

parabol nµy ®−îc suy ra tõ parabol y = ax2 nh− thÕ nµo. 

1. §å thÞ cña hµm sè y = ax2 + y0 

XÐt hai hµm sè f(x) = ax2 vµ g(x) = ax2 + y0. 

T¹i cïng mét ®iÓm X ∈  ta cã 

Y = f(X) = 2aX , g(X) = 2aX  + y0 = Y + y0. 

Do ®ã, nÕu ®iÓm M(X ; Y) thuéc ®å thÞ cña hµm sè y = ax2 th× ®iÓm N(X ; Y + y0) thuéc 

®å thÞ cña hµm sè y = ax2 + y0. 

Ta thÊy nÕu dÞch chuyÓn (tÞnh tiÕn) ®iÓm M(X ; Y) song song víi trôc tung mét 

®o¹n b»ng 0y  ®¬n vÞ (lªn trªn nÕu y0 > 0, xuèng d−íi nÕu y0 < 0) th× ®−îc ®iÓm 

N(X ; Y + y0). 
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VËy    

§å thÞ cña hµm sè y = ax2 + y0 nhËn ®−îc tõ ®å thÞ cña hµm sè y = ax2 

nhê phÐp tÞnh tiÕn song song víi trôc tung |y0| ®¬n vÞ, lªn trªn nÕu 

y0 > 0, xuèng d−íi nÕu y0 < 0 (h.23).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

H×nh 23    

2. §å thÞ cña hµm sè y = a(x + x0)2 

XÐt hai hµm sè 

f(x) = ax2 vµ g(x) = a(x + x0)2. 

Víi X tuú ý, ta cã  

f(X) = 2aX , g(X − x0) = a[(X − x0) + x0]2 = 2aX . 

NghÜa lµ, gi¸ trÞ cña hµm sè f(x) t¹i X b»ng gi¸ trÞ cña hµm sè g(x) t¹i X − x0. VËy nÕu 

®iÓm M(X ; Y) thuéc ®å thÞ cña hµm sè y = ax2 th× ®iÓm N(X − x0 ; Y) thuéc ®å thÞ cña 

hµm sè y = a(x + x0)2. 

Ta thÊy, nÕu tÞnh tiÕn ®iÓm M(X ; Y) song song víi trôc hoµnh 0x  ®¬n vÞ vÒ bªn 

tr¸i nÕu x0 > 0, vÒ bªn ph¶i nÕu x0 < 0 th× ®−îc ®iÓm N(X − x0 ; Y). 

VËy 

§å thÞ cña hµm sè y = a(x + x0)2 nhËn ®−îc tõ ®å thÞ cña hµm sè y = ax2 

nhê phÐp tÞnh tiÕn song song víi trôc hoµnh 0x  ®¬n vÞ, vÒ bªn tr¸i 

nÕu x0 > 0, vÒ bªn ph¶i nÕu x0 < 0 (h.24). 

x

y

O

M

N

x

y

y+y
0

x

y

O

M

N

x

y 
= 

ax
+2

y 0

y

y < 
0

0

y+y
0

y 
= 

ax
2

y 
= 

ax
+2

y 0
y 

= 
ax

2
y
0

y > 
0

0

y
0
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H×nh 24 

3. §å thÞ cña hµm sè y = ax2 + bx + c 

Thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi ®· biÕt ë líp 9, ta cã thÓ viÕt 

y = ax2 + bx + c = 
2 22

2 4 2 4

b b b
a x c a x

a a a a

−Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 víi Δ = b2 − 4ac. 

¸p dông c¸c kÕt qu¶ trªn víi 0 2

b
x

a
= , 0 4

y
a

−Δ
=  ta thÊy  

§å thÞ cña hµm sè y = ax2 + bx + c ®−îc suy ra tõ ®å thÞ cña hµm sè 

y = ax2 tr−íc hÕt nhê phÐp tÞnh tiÕn song song víi trôc hoµnh 
2

b

a
 

®¬n vÞ, vÒ bªn tr¸i nÕu 
2

b

a
 > 0, vÒ bªn ph¶i nÕu 

2

b

a
 < 0, sau ®ã nhê phÐp 

tÞnh tiÕn song song víi trôc tung 
4a

−Δ
 ®¬n vÞ, lªn trªn nÕu 

4a

−Δ
 > 0, 

xuèng d−íi nÕu 0
4a

−Δ
<  (h.25).  

 
 
 

 
 
 
 

 
 

                    a > 0, 
2

b

a
< 0, 0

4a

−Δ
>      

H×nh 25
   a > 0, 

2

b

a
< 0, 0

4a

−Δ
<  
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Nh− vËy, ®å thÞ cña hµm sè bËc hai y = ax2 + bx + c còng lµ mét ®−êng parabol. 

Trong ®êi sèng h»ng ngµy chóng ta th−êng gÆp nh÷ng h×nh ¶nh cña ®−êng 
parabol, nh− khi ta ng¾m c¸c ®µi phun n−íc, hoÆc chiªm ng−ìng c¶nh b¾n ph¸o 
hoa mu«n mµu, mu«n s¾c. NhiÒu c«ng tr×nh kiÕn tróc còng ®−îc t¹o d¸ng theo 
h×nh parabol, nh− c©y cÇu, vßm nhµ, cæng ra vµo,... §iÒu ®ã kh«ng chØ b¶o ®¶m 
tÝnh bÒn v÷ng mµ cßn t¹o nªn vÎ ®Ñp cña c«ng tr×nh. 

 

 

 

 

 

 

 
 

Bµi tËp 

1.  X¸c ®Þnh to¹ ®é cña ®Ønh vµ c¸c giao ®iÓm víi trôc tung, trôc hoµnh (nÕu 
cã) cña mçi parabol 

a) y = x2 − 3x + 2  ;         b) y = − 2x2 + 4x − 3 ; 

c) y = x2 − 2x ;           d) y = − x2 + 4. 

2.  LËp b¶ng biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè 

a) y = 3x2 − 4x + 1 ;         b) y = −3x2 + 2x − 1 ; 

c) y = 4x2 − 4x + 1 ;         d) y = −x2 + 4x − 4 ; 

e) y = 2x2 + x + 1 ;         f) y = −x2 + x − 1. 

3.  X¸c ®Þnh parabol y = ax2 + bx + 2, biÕt r»ng parabol ®ã 

a) §i qua hai ®iÓm M(1 ; 5) vµ N(− 2 ; 8) ; 

b) §i qua ®iÓm A(3 ; − 4) vµ cã trôc ®èi xøng lµ x = −
3

2
 ; 

c) Cã ®Ønh lµ I(2 ; −2) ; 

d) §i qua ®iÓm B(−1 ; 6) vµ tung ®é cña ®Ønh lµ 
1

4
− . 
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4.  X¸c ®Þnh a, b, c biÕt parabol y = ax2 + bx + c ®i qua ®iÓm A(8 ; 0) vµ cã 
®Ønh lµ I(6 ; −12). 

 
 

¤n tËp ch−¬ n g  I I  

1.  Ph¸t biÓu quy −íc vÒ tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè cho bëi c«ng thøc. 

Tõ ®ã hai hµm sè 
2

1

( 1)( 2)

x
y

x x

+
=

+ +
 vµ 

2

1

2
y

x
=

+
 cã g× kh¸c nhau ? 

2.  ThÕ nµo lµ hµm sè ®ång biÕn (nghÞch biÕn) trªn kho¶ng (a ; b) ? 

3.  ThÕ nµo lµ mét hµm sè ch½n ? ThÕ nµo lµ mét hµm sè lÎ ? 

4.  ChØ ra kho¶ng ®ång biÕn, kho¶ng nghÞch biÕn cña hµm sè y = ax + b, trong 
mçi tr−êng hîp a > 0 ; a < 0. 

5.  ChØ ra kho¶ng ®ång biÕn, kho¶ng nghÞch biÕn cña hµm sè y = ax2 + bx + c, 
trong mçi tr−êng hîp a > 0 ; a < 0. 

6.  X¸c ®Þnh to¹ ®é cña ®Ønh, ph−¬ng tr×nh cña trôc ®èi xøng cña parabol  

y = 2ax  + bx + c. 

7.  X¸c ®Þnh to¹ ®é giao ®iÓm cña parabol y = 2ax bx c+ +  víi trôc tung. T×m 
®iÒu kiÖn ®Ó parabol nµy c¾t trôc hoµnh t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt vµ viÕt to¹ 
®é cña c¸c giao ®iÓm trong tr−êng hîp ®ã.  

8.  T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè 

a) 
2

3
1

y x
x

= + +
+

 ; 

b)
1

2 3
1 2

y x
x

= − −
−

 ;  

c) y =

1
víi 1

3

2 víi 1.

x
x

x x

⎧ ≥⎪ +⎨
⎪ − <⎩

 

9.  XÐt chiÒu biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè 

a) y = 
1

1
2

x −  ;           b) y = 4 − 2x ; 
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c) y = 2x  ;           d) y = 1 .x +  

10. LËp b¶ng biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè 

a) y = 2 2 1x x− −  ;         

b) 2 3 2y x x= − + + . 

11.  X¸c ®Þnh a, b biÕt ®−êng th¼ng y = ax + b ®i qua hai ®iÓm A(1 ; 3) , B( −1 ; 5). 

12.  X¸c ®Þnh a, b, c biÕt parabol y 2ax bx c= + +   

a) §i qua ba ®iÓm A(0 ; −1), B(1 ; −1), C(−1 ; 1) ; 

b) Cã ®Ønh I(1 ; 4) vµ ®i qua ®iÓm D(3 ; 0). 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

Chän ph−¬ng ¸n ®óng trong c¸c bµi tËp sau  

13.  TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè y = 3 1 2x x− − −  lµ 

(A) D = 
1

; 3
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ;        (B) D = 
1

; [3 ; )
2

⎡ ⎤−∞ ∪ + ∞⎢ ⎥⎣ ⎦
 ; 

(C) D = ∅ ;          (D) D = . 

14.  Parabol y = 23 2 1x x− +  cã ®Ønh lµ 

(A) I
1 2

;
3 3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;         (B) I
1 2

;
3 3

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  

(C) 
1 2

;
3 3

I
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;          (D) 
1 2

;
3 3

I
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

15.  Hµm sè y = 2 5 3x x− +  

(A) §ång biÕn trªn kho¶ng 
5

;
2

⎛ ⎞−∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 

(B) §ång biÕn trªn kho¶ng 
5

;
2

⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 

(C) NghÞch biÕn trªn kho¶ng 
5

;
2

⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 

(D) §ång biÕn trªn kho¶ng (0 ; 3). 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Ch−¬ng nµy bæ sung c¸c kiÕn thøc vÒ ph−¬ng tr×nh ; 
    «n tËp vµ hÖ thèng ho¸ c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt, 
bËc hai mét Èn ; ph−¬ng tr×nh vµ hÖ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn ; ®ång thêi cung cÊp c¸ch gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh bËc 

nhÊt ba Èn th«ng qua vÝ dô. 
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® ¹ i  c−¬ng vÒ ph−¬ n g  t r × n h  

 
 
 
I  −  Kh¸i niÖm ph−¬ng tr×nh  

1  
Nªu vÝ dô vÒ ph−¬ng tr×nh mét Èn, ph−¬ng tr×nh hai Èn.  

1. Ph−¬ng tr×nh mét Èn 

Ph−¬ng tr×nh Èn x lµ mÖnh ®Ò chøa biÕn cã d¹ng 

 f(x) = g(x)          (1)  

trong ®ã f(x) vµ g(x) lµ nh÷ng biÓu thøc cña x. Ta gäi f(x) lµ 
vÕ tr¸i, g(x) lµ vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh (1). 

NÕu cã sè thùc 0x  sao cho 0 0( ) ( )f x g x=  lµ mÖnh ®Ò ®óng th× 

0x  ®−îc gäi lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1). 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh (1) lµ t×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña nã (nghÜa lµ 
t×m tËp nghiÖm). 

NÕu ph−¬ng tr×nh kh«ng cã nghiÖm nµo c¶ th× ta nãi ph−¬ng 
tr×nh v« nghiÖm (hoÆc nãi tËp nghiÖm cña nã lµ rçng). 

 

Chó ý 

Cã tr−êng hîp, khi gi¶i ph−¬ng tr×nh ta kh«ng viÕt ®−îc chÝnh 
x¸c nghiÖm cña chóng d−íi d¹ng sè thËp ph©n mµ chØ viÕt gÇn 

®óng. Ch¼ng h¹n, 
3

2
x =  lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

2 3x = . Gi¸ trÞ ,
⎛ ⎞

≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
0 866

2
 lµ mét nghiÖm gÇn ®óng cña 

ph−¬ng tr×nh. 
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2. §iÒu kiÖn cña mét ph−¬ng tr×nh 

2  

Cho ph−¬ng tr×nh 
1

1.
2

x
x

x

+
= −

−
 

Khi x = 2 vÕ tr¸i cña ph−¬ng tr×nh ®· cho cã nghÜa kh«ng ? VÕ ph¶i cã nghÜa khi nµo ? 

Khi gi¶i ph−¬ng tr×nh (1), ta cÇn l−u ý tíi ®iÒu kiÖn ®èi víi Èn sè x ®Ó f(x) vµ g(x) 
cã nghÜa (tøc lµ mäi phÐp to¸n ®Òu thùc hiÖn ®−îc). Ta còng nãi ®ã lµ ®iÒu kiÖn 
x¸c ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh (hay gäi t¾t lµ ®iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh). 

Khi c¸c phÐp to¸n ë hai vÕ cña mét ph−¬ng tr×nh ®Òu thùc hiÖn ®−îc víi 
mäi gi¸ trÞ cña x th× ta cã thÓ kh«ng ghi ®iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh. 

3  
H·y t×m ®iÒu kiÖn cña c¸c ph−¬ng tr×nh 

a) 23
2

x
x

x
− =

−
;     

b) 
2

1
3.

1
x

x
= +

−
 

3. Ph−¬ng tr×nh nhiÒu Èn 

Ngoµi c¸c ph−¬ng tr×nh mét Èn, ta cßn gÆp nh÷ng ph−¬ng tr×nh cã nhiÒu Èn 
sè, ch¼ng h¹n  

3x + 2y = x2 − 2xy + 8,             (2) 

4x2 − xy + 2z = 3z2 + 2xz + y2.          (3) 

Ph−¬ng tr×nh (2) lµ ph−¬ng tr×nh hai Èn (x vµ y), cßn (3) lµ ph−¬ng tr×nh ba 
Èn (x, y vµ z). 

Khi x = 2, y = 1 th× hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh (2) cã gi¸ trÞ b»ng nhau, ta nãi 
cÆp sè (x ; y) = (2 ; 1) lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (2). 

T−¬ng tù, bé ba sè (x ; y ; z) = (−1 ; 1 ; 2) lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (3). 

4. Ph−¬ng tr×nh chøa tham sè 

Trong mét ph−¬ng tr×nh (mét hoÆc nhiÒu Èn), ngoµi c¸c ch÷ ®ãng vai trß 
Èn sè cßn cã thÓ cã c¸c ch÷ kh¸c ®−îc xem nh− nh÷ng h»ng sè vµ ®−îc gäi 
lµ tham sè.  
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Gi¶i vµ biÖn luËn ph−¬ng tr×nh chøa tham sè nghÜa lµ xÐt xem víi gi¸ trÞ nµo 
cña tham sè ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm, cã nghiÖm vµ t×m c¸c nghiÖm ®ã. 

Ch¼ng h¹n        (m + 1)x − 3 = 0, 

 x2 − 2x + m = 0 

cã thÓ ®−îc coi lµ c¸c ph−¬ng tr×nh Èn x chøa tham sè m. 

II − Ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng vµ ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ 

4  
C¸c ph−¬ng tr×nh sau cã tËp nghiÖm b»ng nhau hay kh«ng 

a) 2 0x x+ =  vµ 
4

3

x

x −
 + x = 0 ?   b) 2 4 0x − = vµ 2 + x = 0 ? 

1. Ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng 

Hai ph−¬ng tr×nh ®−îc gäi lµ t−¬ng ®−¬ng khi chóng cã cïng 
tËp nghiÖm. 

VÝ dô 1. Hai ph−¬ng tr×nh 2x − 5 = 0 vµ 
15

3 0
2

x − =  t−¬ng ®−¬ng víi nhau 

v× cïng cã nghiÖm duy nhÊt lµ
5 .
2

x =  

2. PhÐp biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng 

§Ó gi¶i mét ph−¬ng tr×nh, th«ng th−êng ta biÕn ®æi ph−¬ng tr×nh ®ã thµnh 
mét ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng ®¬n gi¶n h¬n. C¸c phÐp biÕn ®æi nh− vËy 
®−îc gäi lµ c¸c phÐp biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng. 

§Þnh lÝ sau ®©y nªu lªn mét sè phÐp biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng th−êng sö dông. 

§Þnh lÝ 

NÕu thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi sau ®©y trªn mét ph−¬ng 
tr×nh mµ kh«ng lµm thay ®æi ®iÒu kiÖn cña nã th× ta ®−îc 
mét ph−¬ng tr×nh míi t−¬ng ®−¬ng 

a) Céng hay trõ hai vÕ víi cïng mét sè hoÆc cïng mét biÓu thøc ; 

b) Nh©n hoÆc chia hai vÕ víi cïng mét sè kh¸c 0 hoÆc víi 
cïng mét biÓu thøc lu«n cã gi¸ trÞ kh¸c 0. 
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Chó ý 

ChuyÓn vÕ vµ ®æi dÊu mét biÓu thøc thùc chÊt lµ thùc hiÖn phÐp 
céng hay trõ hai vÕ víi biÓu thøc ®ã. 

KÝ hiÖu. Ta dïng kÝ hiÖu "⇔" ®Ó chØ sù t−¬ng ®−¬ng cña c¸c ph−¬ng tr×nh. 

5  
T×m sai lÇm trong phÐp biÕn ®æi sau 

 
1 1

1
1 1

x
x x

+ = +
− −

 ⇔ 
1 1 1 1

1
1 1 1 1

x
x x x x

+ − = + −
− − − −

 ⇔ x = 1. 

3. Ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ 

NÕu mäi nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh f(x) = g(x) ®Òu lµ nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh 1 1( ) ( )f x g x=  th× ph−¬ng tr×nh 1 1( ) ( )f x g x=  ®−îc 

gäi lµ ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ cña ph−¬ng tr×nh f(x) = g(x). 

     Ta viÕt 

f(x) = g(x) ⇒ 1 1( ) ( )f x g x= . 

Ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ cã thÓ cã thªm nghiÖm kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh ban ®Çu. Ta gäi ®ã lµ nghiÖm ngo¹i lai. 

Khi gi¶i ph−¬ng tr×nh, kh«ng ph¶i lóc nµo còng ¸p dông ®−îc phÐp biÕn 
®æi t−¬ng ®−¬ng. Trong nhiÒu tr−êng hîp ta ph¶i thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn 
®æi ®−a tíi ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶, ch¼ng h¹n b×nh ph−¬ng hai vÕ, nh©n hai 
vÕ cña ph−¬ng tr×nh víi mét ®a thøc. Lóc ®ã ®Ó lo¹i nghiÖm ngo¹i lai, ta 
ph¶i thö l¹i c¸c nghiÖm t×m ®−îc. 

§èi víi ph−¬ng tr×nh nhiÒu Èn, ta còng cã c¸c kh¸i niÖm t−¬ng tù. 

VÝ dô 2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

 
3 3 2 .

( 1) 1

x x

x x x x

+ −
+ =

− −
          (4) 

Gi¶i. §iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh (4) lµ x ≠ 0 vµ x ≠ 1.  

Nh©n hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh (4) víi x(x − 1) ta ®−a tíi ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ 

(4)  ⇒ x + 3 + 3(x − 1) = x(2 − x). 

  ⇒ 2 2x x+  = 0 

    ⇒ x(x + 2) = 0. 
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Ph−¬ng tr×nh cuèi cã hai nghiÖm lµ x = 0 vµ x = −2.  

Ta thÊy x = 0 kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh (4), ®ã lµ nghiÖm 

ngo¹i lai nªn bÞ lo¹i, cßn x = −2 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn vµ lµ mét nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh (4). 

VËy ph−¬ng tr×nh (4) cã nghiÖm duy nhÊt lµ 2.x = −  

Bµi tËp 

1.  Cho hai ph−¬ng tr×nh 

3x = 2 vµ 2x = 3. 

Céng c¸c vÕ t−¬ng øng cña hai ph−¬ng tr×nh ®· cho. Hái 

a) Ph−¬ng tr×nh nhËn ®−îc cã t−¬ng ®−¬ng víi mét trong hai ph−¬ng tr×nh 
®· cho hay kh«ng ? 

b) Ph−¬ng tr×nh ®ã cã ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ cña mét trong hai ph−¬ng 
tr×nh ®· cho hay kh«ng ? 

2.  Cho hai ph−¬ng tr×nh 

4x = 5 vµ 3x = 4. 

Nh©n c¸c vÕ t−¬ng øng cña hai ph−¬ng tr×nh ®· cho. Hái 

a) Ph−¬ng tr×nh nhËn ®−îc cã t−¬ng ®−¬ng víi mét trong hai ph−¬ng tr×nh 
®· cho hay kh«ng ? 

b) Ph−¬ng tr×nh ®ã cã ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ cña mét trong hai 
ph−¬ng tr×nh ®· cho hay kh«ng ? 

3.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

a) 3 3 1x x x− + = − +  ;    b) 2 2 2x x x+ − = − +  ; 

c) 
2 9

1 1

x

x x
=

− −
 ;      d) 2 1 2 3.x x x− − = − +  

4.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

a) 
2 5

1
3 3

x
x

x x

+
+ + =

+ +
 ;     b) 

3 3
2

1 1

x
x

x x
+ =

− −
 ; 

c) 
2 4 2

2
2

x x
x

x

− −
= −

−
 ;    d) 

22 3
2 3.

2 3

x x
x

x

− −
= −

−  
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Ph−¬ng tr×nh quy vÒ  
ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt, bËc hai 

 
I  −  ¤n tËp vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt, bËc hai 

1. Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 

C¸ch gi¶i vµ biÖn luËn ph−¬ng tr×nh d¹ng ax + b = 0 ®−îc tãm t¾t trong  
b¶ng sau 

ax + b = 0 (1) 
HÖ sè KÕt luËn 

a ≠ 0 (1) cã nghiÖm duy nhÊt 
b

x
a

= −  

b ≠ 0 (1) v« nghiÖm 
a = 0

b = 0 (1) nghiÖm ®óng víi mäi x 

Khi a ≠ 0 ph−¬ng tr×nh ax + b = 0 ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt  
mét Èn. 

1  
Gi¶i vµ biÖn luËn ph−¬ng tr×nh sau theo tham sè m   

m(x − 4) = 5x − 2. 

2. Ph−¬ng tr×nh bËc hai 

C¸ch gi¶i vµ c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai ®−îc tãm t¾t trong 
b¶ng sau  

2ax + bx + c = 0 (a ≠ 0) (2) 

Δ = b2 − 4ac KÕt luËn 

Δ > 0 (2) cã hai nghiÖm ph©n biÖt ,1 2 2

b
x

a

− ± Δ
=  

Δ = 0 (2) cã nghiÖm kÐp x = 
2

b

a
−  

Δ < 0 (2) v« nghiÖm 
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2  

LËp b¶ng trªn víi biÖt thøc thu gän Δ'. 

3. §Þnh lÝ Vi-Ðt 

NÕu ph−¬ng tr×nh bËc hai ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã hai 

nghiÖm x1, x2 th× 

1 2 ,b
x x

a
+ = −    1 2 .c

x x
a

=  

Ng−îc l¹i, nÕu hai sè u vµ v cã tæng u + v = S vµ tÝch uv = P 
th× u vµ v lµ c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh  

2 0.x Sx P− + =  

3  
Kh¼ng ®Þnh "NÕu a vµ c tr¸i dÊu th× ph−¬ng tr×nh (2) cã hai nghiÖm vµ hai nghiÖm 
®ã tr¸i dÊu" cã ®óng kh«ng ? T¹i sao ? 

II − ph−¬ng tr×nh quy vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt, bËc hai 

Cã nhiÒu ph−¬ng tr×nh khi gi¶i cã thÓ biÕn ®æi vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hoÆc bËc hai. Sau ®©y ta xÐt hai trong c¸c d¹ng ph−¬ng tr×nh ®ã. 

1. Ph−¬ng tr×nh chøa Èn trong dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

§Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh chøa Èn trong dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi ta cã thÓ dïng ®Þnh 
nghÜa cña gi¸ trÞ tuyÖt ®èi hoÆc b×nh ph−¬ng hai vÕ ®Ó khö dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi. 

VÝ dô 1. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

3x −  = 2x + 1.          (3) 

Gi¶i 

C¸ch 1 

a) NÕu x ≥ 3 th× ph−¬ng tr×nh (3) trë thµnh 3x −  = 2x + 1. Tõ ®ã x = 4− . 

Gi¸ trÞ x = 4−  kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn x ≥ 3 nªn bÞ lo¹i. 

b) NÕu x < 3 th× ph−¬ng tr×nh (3) trë thµnh 3x− +  = 2x + 1. Tõ ®ã x = 
2 .
3
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Gi¸ trÞ nµy tho¶ m·n ®iÒu kiÖn x < 3 nªn lµ nghiÖm.  

KÕt luËn. VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ x = 
2

3
. 

C¸ch 2. B×nh ph−¬ng hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh (3) ta ®−a tíi ph−¬ng tr×nh 
hÖ qu¶ 

(3)  ⇒ 2 2( 3) (2 1)x x− = +  

    ⇒ 2 26 9 4 4 1x x x x− + = + +  

  ⇒ 23 10 8 0.x x+ − =  

Ph−¬ng tr×nh cuèi cã hai nghiÖm lµ 4x = −  vµ 
2 .
3

x =  

Thö l¹i ta thÊy ph−¬ng tr×nh (3) chØ cã nghiÖm lµ 
2 .
3

x =  

KÕt luËn. VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ x = 
2 .
3

 

2. Ph−¬ng tr×nh chøa Èn d−íi dÊu c¨n 

§Ó gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh chøa Èn d−íi dÊu c¨n bËc hai, ta th−êng b×nh ph−¬ng 
hai vÕ ®Ó ®−a vÒ mét ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ kh«ng chøa Èn d−íi dÊu c¨n. 

VÝ dô 2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

2 3 2.x x− = −          (4) 

Gi¶i. §iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh (4) lµ
3 .
2

x ≥  

B×nh ph−¬ng hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh (4) ta ®−a tíi ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶  

(4) ⇒ 2x − 3 = x2 − 4x + 4 

             ⇒ x2 − 6x + 7 = 0. 

Ph−¬ng tr×nh cuèi cã hai nghiÖm lµ 3 2x = +  vµ 3 2.x = −  C¶ hai 
gi¸ trÞ nµy ®Òu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh (4) , nh−ng khi thay 

vµo ph−¬ng tr×nh (4) th× gi¸ trÞ 3 2x = −  bÞ lo¹i (vÕ tr¸i d−¬ng cßn vÕ 

ph¶i ©m), cßn gi¸ trÞ 3 2x = +  lµ nghiÖm (hai vÕ cïng b»ng 2 1).+  

KÕt luËn. VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (4) lµ 3 2.x = +  
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B μ i  ® ä c  t h ª m   

p h−¬ n g  t r × n h  b Ë c  n  

 
S¸ch gi¸o khoa bËc THCS vµ THPT ®· tr×nh bµy 
c«ng thøc gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt vµ ph−¬ng 
tr×nh bËc hai. C«ng thøc gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc ba 
mang tªn nhµ To¸n häc I-ta-li-a C¸c-®a-n«, tuy 
nhiªn C¸c-®a-n« chØ lµ ng−êi lÇn ®Çu tiªn c«ng bè 
c«ng thøc ®ã trong cuèn s¸ch "NghÖ thuËt vÜ ®¹i hay 
c¸c quy t¾c cña §¹i sè häc" xuÊt b¶n n¨m 1545. 
T¸c gi¶ cña c«ng thøc ®ã lµ nhµ To¸n häc I-ta-li-a 
tªn lµ T¸c-ta-gli-a (Nicolo Tartaglia, 1500 − 1557).  

C«ng thøc C¸c-®a-n« cho c¸c nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh bËc ba 3 0x px q+ + =  lµ  

2 3 2 3
3 3 .

2 4 27 2 4 27

q q p q q p
x = − + + + − − +  

Sau khi T¸c-ta-gli-a t×m ra c«ng thøc nµy th× mét 
häc trß cña C¸c-®a-n« lµ Phe-ra-ri (Ferrari, 1522 
− 1565) ®· t×m ra c«ng thøc gi¶i ph−¬ng tr×nh 
bËc bèn, c«ng thøc nµy còng ®· ®−îc c«ng bè 
trong cuèn s¸ch cña C¸c-®a-n« nªu trªn. 

Sau ®ã nhiÒu nhµ to¸n häc ®· cè g¾ng ®Ó t×m 
c«ng thøc gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc n¨m, nh−ng ph¶i 
®Õn ThÕ kØ XIX hai nhµ to¸n häc trÎ tuæi lµ A-ben 
ng−êi Na-uy vµ Ga-loa ng−êi Ph¸p míi chøng 
minh ®−îc r»ng kh«ng thÓ gi¶i ®−îc b»ng c¨n 
thøc ph−¬ng tr×nh ®¹i sè tæng qu¸t bËc cao h¬n 4. 

Trong qu¸ tr×nh t×m c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh ®¹i sè 
tæng qu¸t bËc 5 b»ng c¨n thøc, A-ben ®· gi¶i 
thÝch t¹i sao c¸c ph−¬ng tr×nh bËc 2, 3, 4 cã thÓ 
gi¶i ®−îc b»ng c¨n thøc, cßn Ga-loa t×m ra ®iÒu 
kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó mét ph−¬ng tr×nh cã bËc ®· 
cho (cã thÓ lín h¬n 4) gi¶i ®−îc b»ng c¨n thøc. 
C«ng lao to lín cña Ga-loa qua c«ng tr×nh nµy lµ 
®· ®Æt nÒn mãng cho §¹i sè hiÖn ®¹i nghiªn cøu 
c¸c cÊu tróc ®¹i sè nh− nhãm, vµnh, tr−êng,... 

G. C¸c-®a-n« 
(Girolamo Cardano, 

1501 − 1576) 

N. A-ben 
(Niels Henrik Abel, 

1802 − 1829) 

E. Ga-loa 
(Evariste Galois, 

1811 − 1832) 
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Bµi tËp 

1.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

a) 
2 3 2 2 5

2 3 4

x x x

x

+ + −
=

+
 ;     b)

2

2 3 4 24
2

3 3 9

x

x x x

+
− = +

− + −
 ; 

c) 3 5 3x − =  ;        d) 2 5x +  = 2. 

2.  Gi¶i vµ biÖn luËn c¸c ph−¬ng tr×nh sau theo tham sè m  

a) m(x − 2) = 3x + 1 ; 

b) 2 6 4 3m x x m+ = +  ; 

c) (2m + 1)x − 2m = 3x − 2. 

3.  Cã hai ræ quýt chøa sè quýt b»ng nhau. NÕu lÊy 30 qu¶ ë ræ thø nhÊt ®−a 

sang ræ thø hai th× sè qu¶ ë ræ thø hai b»ng 
1

3
 cña b×nh ph−¬ng sè qu¶ cßn 

l¹i ë ræ thø nhÊt. Hái sè qu¶ quýt ë mçi ræ lóc ban ®Çu lµ bao nhiªu ? 

4.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh  

a) 4 22 7 5 0x x− + =  ;        b) + − =4 23 2 1 0.x x    

5. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau b»ng m¸y tÝnh bá tói (lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ 
sè thËp ph©n thø ba)  

a) 22 5 4 0x x− − =  ;       b) .23 4 2 0x x− + + =  

c) 23 7 4 0x x+ + =  ;        d) .29 6 4 0x x− − =  

H−íng dÉn c¸ch gi¶i c©u a) : NÕu sö dông m¸y tÝnh CASIO fx−500 MS, ta 
Ên liªn tiÕp c¸c phÝm  

MODE  MODE  1   2  2  =  ( ) ( )5 4− = − =   

mµn h×nh hiÖn ra . .1 3 137458609x =  

Ên tiÕp 

 =  mµn h×nh hiÖn ra . .2 0 637458608x = −  

Lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø ba ta ®−îc nghiÖm gÇn ®óng 
cña ph−¬ng tr×nh lµ 1 3,137x ≈  vµ 2 0,637.x ≈ −  

6.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

a) 3 2 2 3x x− = +  ;        b) 2 1 5 2x x− = − −  ; 
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c)
1 3 1

2 3 1

x x

x x

− − +
=

− +
 ;       d) 22 5 5 1.x x x+ = + +  

7.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

a) 5 6 6x x+ = −  ;       b) 3 2 1x x− = + +  ; 

c) 22 5 2x x+ = +  ;       d) 24 2 10 3 1.x x x+ + = +  

8. Cho ph−¬ng tr×nh ( )23 2 1 3 5 0x m x m− + + − = . 

X¸c ®Þnh m ®Ó ph−¬ng tr×nh cã mét nghiÖm gÊp ba nghiÖm kia. TÝnh c¸c 
nghiÖm trong tr−êng hîp ®ã. 

 
 

ph−¬ng tr×nh vμ hÖ ph−¬ng tr×nh 
bËc nhÊt nhiÒu Èn 

 

I  −  «n tËp vÒ ph−¬ng tr×nh vµ hÖ hai ph−¬ng tr×nh 
bËc nhÊt hai Èn 

1. Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn x, y cã d¹ng tæng qu¸t lµ  

ax + by = c             (1) 

trong ®ã a, b, c lµ c¸c hÖ sè, víi ®iÒu kiÖn a vµ b kh«ng ®ång 
thêi b»ng 0. 

1  

CÆp (1 ; −2) cã ph¶i lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 3x − 2y = 7 kh«ng ? Ph−¬ng 
tr×nh ®ã cßn cã nh÷ng nghiÖm kh¸c n÷a kh«ng ? 

Chó ý 

a) Khi a = b = 0 ta cã ph−¬ng tr×nh 0x + 0y = c. NÕu c ≠ 0 
th× ph−¬ng tr×nh nµy v« nghiÖm, cßn nÕu c = 0 th× mäi cÆp sè 

(x0 ; y0) ®Òu lµ nghiÖm. 
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b) Khi b ≠ 0, ph−¬ng tr×nh ax + by = c trë thµnh 

.a c
y x

b b
= − +             (2) 

CÆp sè 0 0( ; )x y  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1) khi vµ 

chØ khi ®iÓm 0 0( ; )M x y  thuéc ®−êng th¼ng (2). 

Tæng qu¸t, ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng ph−¬ng tr×nh bËc 
nhÊt hai Èn lu«n lu«n cã v« sè nghiÖm. BiÓu diÔn h×nh häc 
tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1) lµ mét ®−êng th¼ng trong 
mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy. 

2  

H·y biÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 3x − 2y = 6.  

2. HÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn  

HÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn cã d¹ng tæng qu¸t lµ 

1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

+ =⎧
⎨ + =⎩

          (3) 

trong ®ã x, y lµ hai Èn ; c¸c ch÷ cßn l¹i lµ hÖ sè. 

NÕu cÆp sè 0(x  ; 0)y  ®ång thêi lµ nghiÖm cña c¶ hai ph−¬ng 

tr×nh cña hÖ th× 0 0( ; )x y  ®−îc gäi lµ mét nghiÖm cña hÖ 

ph−¬ng tr×nh (3). 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (3) lµ t×m tËp nghiÖm cña nã. 

3  
a) Cã mÊy c¸ch gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

4 3 9

2 5 ?

x y

x y

− =⎧
⎨ + =⎩

 

b) Dïng ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè ®Ó gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

3 6 9

2 4 3.

x y

x y

− =⎧
⎨− + = −⎩

 

Cã nhËn xÐt g× vÒ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh nµy ? 
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II −  HÖ ba ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ba Èn 

Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ba Èn cã d¹ng tæng qu¸t lµ  

,ax by cz d+ + =  

trong ®ã x, y, z lµ ba Èn ; a, b, c, d lµ c¸c hÖ sè vµ a, b, c kh«ng ®ång thêi 
b»ng 0. 

HÖ ba ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ba Èn cã d¹ng tæng qu¸t lµ  

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d

a x b y c z d

a x b y c z d

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

      (4) 

trong ®ã x, y, z lµ ba Èn ; c¸c ch÷ cßn l¹i lµ c¸c hÖ sè. 

Mçi bé ba sè (x0 ; y0 ; z0) nghiÖm ®óng c¶ ba ph−¬ng tr×nh 
cña hÖ ®−îc gäi lµ mét nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh (4). 

Ch¼ng h¹n, ; ;17 3 3

4 4 2
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 lµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 

,

3 2 1

3
4 3

2
2 3

x y z

y z

z

+ − = −⎧
⎪⎪

+ =⎨
⎪
⎪ =⎩

           (5) 

cßn ; ;7 5 1

2 2 2
⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 lµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh  

.

1
2 2

2
2 3 5 2

4 7 4

x y z

x y z

x y z

⎧ + + =⎪⎪
⎨ + + = −⎪
⎪− − + = −⎩

           (6) 

HÖ ph−¬ng tr×nh (5) cã d¹ng ®Æc biÖt, gäi lµ hÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng tam gi¸c. 

ViÖc gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng nµy rÊt ®¬n gi¶n. Tõ ph−¬ng tr×nh cuèi tÝnh 
®−îc z råi thay vµo ph−¬ng tr×nh thø hai ta tÝnh ®−îc y vµ cuèi cïng thay z 
vµ y tÝnh ®−îc vµo ph−¬ng tr×nh ®Çu sÏ tÝnh ®−îc x. 

4  

H·y gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (5).  
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Mäi hÖ ba ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ba Èn ®Òu biÕn ®æi ®−îc vÒ d¹ng tam 

gi¸c, b»ng ph−¬ng ph¸p khö dÇn Èn sè(*). Ch¼ng h¹n, sau ®©y lµ c¸ch gi¶i 

hÖ ph−¬ng tr×nh (6). 

Gi¶i. Nh©n hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ (6) víi −2 råi céng vµo 
ph−¬ng tr×nh thø hai theo tõng vÕ t−¬ng øng, nh©n hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh 
thø nhÊt víi 4 råi céng vµo ph−¬ng tr×nh thø ba theo tõng vÕ t−¬ng øng, ta 
®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh (®· khö x ë hai ph−¬ng tr×nh cuèi)  

1
2 2

2
3

9 2.

x y z

y z

y z

⎧ =+ +
⎪
⎨ − + = −
⎪

+ = −⎩

 

TiÕp tôc céng c¸c vÕ t−¬ng øng cña ph−¬ng tr×nh thø hai vµ ph−¬ng tr×nh 
thø ba cña hÖ míi nhËn ®−îc, ta ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng d¹ng 
tam gi¸c 

1
2 2

2
3

10 5.

x y z

y z

z

⎧ =+ +
⎪
⎨ − + = −
⎪

= −⎩

 

Ta dÔ dµng gi¶i ra ®−îc  

z = 
1 ,
2

−  y = 
5 ,
2

 x = 
7 .
2

−  

VËy nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh lµ  

( ; ; ) ; ; .7 5 1

2 2 2
x y z ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

 

 

 

     
(*) Ph−¬ng ph¸p nµy do nhµ to¸n häc §øc Gau-x¬ (Gauss, 1777 − 1855) t×m ra, nªn còng 
cßn gäi lµ ph−¬ng ph¸p Gau-x¬. 
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b μ i  ® ä c  t h ª m  

 

 

Trong kho tµng v¨n ho¸ d©n gian ViÖt Nam 
cã bµi to¸n "Tr¨m tr©u tr¨m cá" sau ®©y  

Tr¨m tr©u tr¨m cá, 

Tr©u ®øng ¨n n¨m, 

Tr©u n»m ¨n ba, 

Lô khô tr©u giµ, 

Ba con mét bã. 

Hái cã bao nhiªu tr©u ®øng, bao nhiªu 
tr©u n»m, bao nhiªu tr©u giµ ? 

Gi¶i. Gäi sè tr©u ®øng lµ x, sè tr©u n»m 
lµ y, sè tr©u giµ lµ z (x, y, z lµ nh÷ng sè 
nguyªn d−¬ng nhá h¬n 100). Ta cã hÖ 
ph−¬ng tr×nh 

100

1
5 3 100.

3

x y z

x y z

+ + =⎧
⎪
⎨

+ + =⎪⎩

 

§©y lµ hÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ba Èn, nÕu kh«ng tÝnh ®Õn ®iÒu kiÖn  
cña Èn th× hÖ ph−¬ng tr×nh nµy cã v« sè nghiÖm (nÕu khö z ta ®−îc mét ph−¬ng 
tr×nh bËc nhÊt cña hai Èn 7x + 4y = 100).  

Tuy nhiªn, v× x, y, z ph¶i lµ nh÷ng sè nguyªn d−¬ng nhá h¬n 100, nªn chØ cã mét sè 
h÷u h¹n nghiÖm, cô thÓ ë ®©y cã ba nghiÖm 

1

1

1

4

18

78 ;

x

y

z

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

   
2

2

2

8

11

81 ;

x

y

z

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

   
3

3

3

12

4

84.

x

y

z

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

 

Bµi to¸n d©n gian ë trªn thuéc lo¹i ph−¬ng tr×nh §i-«-ph¨ng (mang tªn nhµ to¸n 
häc cæ Hi L¹p lµ Diophante). 
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Bµi tËp 

1.  Cho hÖ ph−¬ng tr×nh   

7 5 9

14 10 10.

x y

x y

− =⎧
⎨ − =⎩

 

T¹i sao kh«ng cÇn gi¶i ta còng kÕt luËn ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh nµy v« nghiÖm ? 

2.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh 

 a) 
2 3 1

2 3 ;

x y

x y

− =⎧
⎨ + =⎩

         b) 
3 4 5

4 2 2.

x y

x y

+ =⎧
⎨ − =⎩

 

 c) 

2 1 2

3 2 3
1 3 1

;
3 4 2

x y

x y

⎧ + =⎪⎪
⎨
⎪ − =
⎪⎩

        d) 
0,3 0,2 0,5

0,5 0,4 1,2.

x y

x y

− =⎧
⎨ + =⎩

 

3.  Hai b¹n V©n vµ Lan ®Õn cöa hµng mua tr¸i c©y. B¹n V©n mua 10 qu¶ quýt, 7 
qu¶ cam víi gi¸ tiÒn lµ 17 800 ®ång. B¹n Lan mua 12 qu¶ quýt, 6 qu¶ cam 
hÕt 18 000 ®ång. Hái gi¸ tiÒn mçi qu¶ quýt vµ mçi qu¶ cam lµ bao nhiªu ? 

4.  Cã hai d©y chuyÒn may ¸o s¬ mi. Ngµy thø nhÊt c¶ hai d©y chuyÒn may ®−îc 
930 ¸o. Ngµy thø hai do d©y chuyÒn thø nhÊt t¨ng n¨ng suÊt 18%, d©y chuyÒn 
thø hai t¨ng n¨ng suÊt 15% nªn c¶ hai d©y chuyÒn may ®−îc 1083 ¸o. Hái 
trong ngµy thø nhÊt mçi d©y chuyÒn may ®−îc bao nhiªu ¸o s¬ mi ? 

5.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh  

a) 

;

3 2 8

2 2 6

3 6

x y z

x y z

x y z

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

         b) 

.

3 2 7

2 4 3 8

3 5

x y z

x y z

x y z

− + = −⎧
⎪− + + =⎨
⎪ + − =⎩

 

6. Mét cöa hµng b¸n ¸o s¬ mi, quÇn ©u nam vµ v¸y n÷. Ngµy thø nhÊt b¸n 
®−îc 12 ¸o, 21 quÇn vµ 18 v¸y, doanh thu lµ 5 349 000 ®ång. Ngµy thø hai 
b¸n ®−îc 16 ¸o, 24 quÇn vµ 12 v¸y, doanh thu lµ 5 600 000 ®ång. Ngµy thø 
ba b¸n ®−îc 24 ¸o, 15 quÇn vµ 12 v¸y, doanh thu lµ 5 259 000 ®ång. Hái 
gi¸ b¸n mçi ¸o, mçi quÇn vµ mçi v¸y lµ bao nhiªu ? 

7.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng m¸y tÝnh bá tói (lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn 
ch÷ sè thËp ph©n thø hai) 

a) 
;

3 5 6

4 7 8

x y

x y

− =⎧
⎨ + = −⎩

         b) 
.

2 3 5

5 2 4

x y

x y

− + =⎧
⎨ + =⎩
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c) 

;

2 3 4 5

4 5 6

3 4 3 7

x y z

x y z

x y z

− + = −⎧
⎪− + − =⎨
⎪ + − =⎩

       d) 

.

2 3 2

2 2 3

2 3 5

x y z

x y z

x y z

− + − =⎧
⎪ + + = −⎨
⎪− − + =⎩

 

H−íng dÉn c¸ch gi¶i c©u a) 

NÕu sö dông m¸y tÝnh CASIO fx−500 MS ta Ên liªn tiÕp d·y c¸c phÝm 

MODE MODE  1  2  3  =  ( )−  5  =  6  =  4  =  7  

=  ( )− 8  =  

thÊy hiÖn ra trªn mµn h×nh x = 0.048780487. 

Ên tiÕp phÝm =  ta thÊy mµn h×nh hiÖn ra y = −1.170731707. 

Lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai ta ®−îc nghiÖm gÇn ®óng cña 
hÖ ph−¬ng tr×nh lµ 

,
, .

0 05

1 17

x

y

≈⎧
⎨ ≈ −⎩

 

H−íng dÉn c¸ch gi¶i c©u c) 

NÕu sö dông m¸y tÝnh CASIO fx−500 MS ta Ên liªn tiÕp d·y c¸c phÝm 

MODE MODE  1  3  2  =  ( )−  3  =  4  =  ( )−  5  =  

( )−  4  = 5  =  ( )−  1  =  6  =  3  =  4  =  ( )−  

3  =  7  =  

thÊy hiÖn ra trªn mµn h×nh x = 0.217821782. 

Ên tiÕp phÝm =  ta thÊy mµn h×nh hiÖn ra y = 1.297029703. 

Ên tiÕp phÝm =  trªn mµn h×nh hiÖn ra z = −0.386138613. 

VËy nghiÖm gÇn ®óng cña hÖ ph−¬ng tr×nh lµ (lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè 
thËp ph©n thø hai)  

,
,

, .

0 22

1 30

0 39

x

y

z

≈⎧
⎪ ≈⎨
⎪ ≈ −⎩
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¤n tËp ch−¬ n g  I I I  

1.  Khi nµo hai ph−¬ng tr×nh ®−îc gäi lµ t−¬ng ®−¬ng ? Cho vÝ dô. 

2.  ThÕ nµo lµ ph−¬ng tr×nh hÖ qu¶ ? Cho vÝ dô. 

3.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

a) 5 5 6x x x− + = − +  ;     b) 1 1 2x x x− + = − +  ; 

c) 
2 8

2 2

x

x x
=

− −
 ;       d) 3 + 22 4 3.x x x x− = − + −  

4.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh  

a) 
2

3 4 1 4
3

2 2 4

x

x x x

+
− = +

− + −
 ;    

b) 
23 2 3

2 1

x x

x

− +
−

 = 
3 5

2

x −
 ; 

c) 2 4 1.x x− = −  

5.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh : 

a) 
2 5 9

4 2 11 ;

x y

x y

− + =⎧
⎨ + =⎩

        b) 
3 4 12

5 2 7 ;

x y

x y

+ =⎧
⎨ − =⎩

 

c) 
2 3 5

3 2 8 ;

x y

x y

− =⎧
⎨ + =⎩

         d) 
5 3 15

4 5 6.

x y

x y

+ =⎧
⎨ − =⎩

 

6.  Hai c«ng nh©n ®−îc giao viÖc s¬n mét bøc t−êng. Sau khi ng−êi thø nhÊt 

lµm ®−îc 7 giê vµ ng−êi thø hai lµm ®−îc 4 giê th× hä s¬n ®−îc 
5

9
 bøc 

t−êng. Sau ®ã hä cïng lµm viÖc víi nhau trong 4 giê n÷a th× chØ cßn l¹i 
1

18
 

bøc t−êng ch−a s¬n. Hái nÕu mçi ng−êi lµm riªng th× sau bao nhiªu giê mçi 
ng−êi míi s¬n xong bøc t−êng ? 

7.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh  

a) 

2 3 7

4 5 3 6

2 2 5 ;

x y z

x y z

x y z

− + = −⎧
⎪− + + =⎨
⎪ + − =⎩

       b) 

4 2 1

2 3 6

3 8 12.

x y z

x y z

x y z

+ − =⎧
⎪− + + = −⎨
⎪ + − =⎩
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8.  Ba ph©n sè ®Òu cã tö sè lµ 1 vµ tæng cña ba ph©n sè ®ã b»ng 1. HiÖu cña 
ph©n sè thø nhÊt vµ ph©n sè thø hai b»ng ph©n sè thø ba, cßn tæng cña  
ph©n sè thø nhÊt vµ ph©n sè thø hai b»ng 5 lÇn ph©n sè thø ba. T×m c¸c 
ph©n sè ®ã. 

9.  Mét ph©n x−ëng ®−îc giao s¶n xuÊt 360 s¶n phÈm trong mét sè ngµy nhÊt 
®Þnh. V× ph©n x−ëng t¨ng n¨ng suÊt, mçi ngµy lµm thªm ®−îc 9 s¶n phÈm 
so víi ®Þnh møc, nªn tr−íc khi hÕt h¹n mét ngµy th× ph©n x−ëng ®· lµm 
v−ît sè s¶n phÈm ®−îc giao lµ 5%. Hái nÕu vÉn tiÕp tôc lµm viÖc víi n¨ng 
suÊt ®ã th× khi ®Õn h¹n ph©n x−ëng lµm ®−îc tÊt c¶ bao nhiªu s¶n phÈm ? 

10.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau b»ng m¸y tÝnh bá tói 

a) 25 3 7x x− −  = 0 ;       b) 23 4 1x x+ +  = 0 ; 

c) 20,2 1,2 1 0x x+ − = ;     d) 22 5 8 0.x x+ + =  

11.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh  

a) 4 9 3 2x x− = −  ;       b) .2 1 3 5x x+ = +  

12.  T×m hai c¹nh cña mét m¶nh v−ên h×nh ch÷ nhËt trong hai tr−êng hîp  

a) Chu vi lµ 94,4 m vµ diÖn tÝch lµ 494,55 m2. 

b) HiÖu cña hai c¹nh lµ 12,1 m vµ diÖn tÝch lµ 1089 m2. 

13.  Hai ng−êi quÐt s©n. C¶ hai ng−êi cïng quÐt s©n hÕt 1 giê 20 phót, trong khi 
nÕu chØ quÐt mét m×nh th× ng−êi thø nhÊt quÐt hÕt nhiÒu h¬n 2 giê so víi 
ng−êi thø hai. Hái mçi ng−êi quÐt s©n mét m×nh th× hÕt mÊy giê ? 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

Chän ph−¬ng ¸n ®óng trong c¸c bµi tËp sau  

14.  §iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh x + 2 
1 4 3

12

x

xx

−
− =

++
 lµ  

(A) x > −2 vµ x ≠ −1 ;        (B) x > −2 vµ x < 
4

3
.  

(C) x > −2, x ≠ −1 vµ x ≤ 
4

3
 ;     (D) x ≠ −2 vµ x ≠ −1. 
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15.  TËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
2( 2) 2

2
m x m

x

+ +
=  trong tr−êng hîp m ≠ 0 lµ 

(A) { }2

m
−  ;           (B) ∅.    

(C)  ;           (D)  \ {0}. 

16.  NghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh  

3 5 2

4 2 7

x y

x y

− =⎧
⎨ + =⎩

 

lµ 

(A) 
39 3

;
26 13

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;        (B) 
17 5

;
13 13

−⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;   

(C) 
39 1

;
26 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;         (D) 
1 17

;
3 6

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

17.  NghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh  

3 2 7

4 3 2 15

2 3 5

x y z

x y z

x y z

− − =⎧
⎪− + − =⎨
⎪− − + = −⎩

 

lµ 

(A)  (−10 ; 7 ; 9) ;        (B) 
3 3

; 2 ;
2 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

(C) 
1 9 5

; ;
4 2 4

−⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;       (D) (−5 ; −7 ; −8). 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Hai néi dung c¬ b¶n cña ch−¬ng lµ bÊt ®¼ng thøc vµ 
  bÊt ph−¬ng tr×nh. C¸c vÊn ®Ò nµy ®· ®−îc häc tõ nh÷ng 

líp d−íi. 

Ch−¬ng nµy sÏ cñng cè vµ hoµn thiÖn c¸c kÜ n¨ng chøng 
minh bÊt ®¼ng thøc vµ gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh. Ngoµi c¸c 

phÐp biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng, häc sinh cßn ®−îc häc c¸ch 
xÐt dÊu nhÞ thøc bËc nhÊt vµ tam thøc bËc hai lµm c¬ së 

cho viÖc gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh. 
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B Ê t  ® ¼ n g  t h ø c   

 
I  −  ¤n tËp bÊt ®¼ng thøc 

1.  Kh¸i niÖm bÊt ®¼ng thøc 

1 
Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng 

a) 3,25 < 4 ; 

b) −5 > 
1

4
4

−  ; 

c) 2 3− ≤  ? 

2 

Chän dÊu thÝch hîp (=, <, >) ®Ó khi ®iÒn vµo « vu«ng ta ®−îc mét mÖnh ®Ò ®óng. 

a) 2 2 3  ; 

b) 
4 2

3 3
 ; 

c) 23 2 2 (1 2)+ +  ; 

d) 2 1 0a +  víi a lµ mét sè ®· cho. 

C¸c mÖnh ®Ò d¹ng "a < b" hoÆc "a > b" ®−îc gäi lµ bÊt 
®¼ng thøc. 

2.  BÊt ®¼ng thøc hÖ qu¶ vµ bÊt ®¼ng thøc t−¬ng ®−¬ng 

NÕu mÖnh ®Ò "a < b ⇒ c < d" ®óng th× ta nãi bÊt ®¼ng thøc 
c < d lµ bÊt ®¼ng thøc hÖ qu¶ cña bÊt ®¼ng thøc a < b vµ 
còng viÕt lµ a < b ⇒ c < d. 

Ch¼ng h¹n, ta ®· biÕt 

a < b vµ b < c ⇒ a < c (tÝnh chÊt b¾c cÇu). 

a < b, c tuú ý ⇒ a + c < b + c (tÝnh chÊt céng hai vÕ bÊt ®¼ng thøc víi 
mét sè). 
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NÕu bÊt ®¼ng thøc a < b lµ hÖ qu¶ cña bÊt ®¼ng thøc c < d vµ 
ng−îc l¹i th× ta nãi hai bÊt ®¼ng thøc t−¬ng ®−¬ng víi nhau 

vµ viÕt lµ a < b ⇔ c < d. 

3  

Chøng minh r»ng a < b ⇔ a − b < 0. 

3.  TÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc 

Nh− vËy ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc a < b ta chØ cÇn chøng minh a − b < 0. 
Tæng qu¸t h¬n, khi so s¸nh hai sè, hai biÓu thøc hoÆc chøng minh mét bÊt 
®¼ng thøc, ta cã thÓ sö dông c¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc ®−îc tãm t¾t 
trong b¶ng sau 

TÝnh chÊt 

§iÒu kiÖn Néi dung 
Tªn gäi 

 a < b ⇔ a + c < b + c 
Céng hai vÕ cña bÊt ®¼ng 
thøc víi mét sè 

c > 0 a < b ⇔ ac < bc 

c < 0 a < b ⇔ ac > bc 

Nh©n hai vÕ cña bÊt ®¼ng 
thøc víi mét sè 

 a < b vµ c < d ⇒ a + c < b + d
Céng hai bÊt ®¼ng thøc 
cïng chiÒu 

a > 0, c > 0 a < b vµ c < d ⇒ ac < bd 
Nh©n hai bÊt ®¼ng thøc 
cïng chiÒu 

n ∈ *R  a < b ⇔ 2 1 2 1n na b+ +<  

n ∈ *R  vµ 
a > 0 

a < b ⇔ 2 2n na b<  

N©ng hai vÕ cña bÊt ®¼ng 
thøc lªn mét luü thõa 

a > 0 a < b ⇔ a b<  

 a < b ⇔ 3 3a b<  

Khai c¨n hai vÕ cña mét bÊt 
®¼ng thøc 

4  

Nªu vÝ dô ¸p dông mét trong c¸c tÝnh chÊt trªn. 
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Chó ý 
Ta cßn gÆp c¸c mÖnh ®Ò d¹ng a ≤ b hoÆc a ≥ b. C¸c mÖnh ®Ò 
d¹ng nµy còng ®−îc gäi lµ bÊt ®¼ng thøc. §Ó ph©n biÖt, ta gäi 
chóng lµ c¸c bÊt ®¼ng thøc kh«ng ngÆt vµ gäi c¸c bÊt ®¼ng thøc 
d¹ng a < b hoÆc a > b lµ c¸c bÊt ®¼ng thøc ngÆt. C¸c tÝnh chÊt 
nªu trong b¶ng trªn còng ®óng cho bÊt ®¼ng thøc kh«ng ngÆt. 

II − BÊt ®¼ng thøc gi÷a trung b×nh céng vµ 
      trung b×nh nh©n (BÊt ®¼ng thøc c«-si) 

1.  BÊt ®¼ng thøc C«-si(*) 

§Þnh lÝ 

Trung b×nh nh©n cña hai sè kh«ng ©m nhá h¬n hoÆc b»ng 
trung b×nh céng cña chóng. 

,
2

a b
ab

+
≤   , .0a b∀ ≥       (1) 

§¼ng thøc 
2

a b
ab

+
=  x¶y ra khi vµ chØ khi a = b. 

Chøng minh 

Ta cã   ( ) ( )21 1
2 0

2 2 2

a b
ab a b ab a b

+
− = − + − = − − ≤ . 

VËy .
2

a b
ab

+
≤  

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi ( ) ,2 0a b− =  tøc lµ khi vµ chØ khi  a = b. 

2. C¸c hÖ qu¶ 

HÖ qu¶ 1 

Tæng cña mét sè d−¬ng víi nghÞch ®¶o cña nã lín h¬n hoÆc 
b»ng 2. 

, .1
2 0a a

a
+ ≥ ∀ >  

      

(*) Augustin Louis − Cauchy, 1789 − 1857. 
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HÖ qu¶ 2 

NÕu x, y cïng d−¬ng vµ cã tæng kh«ng ®æi th× tÝch xy lín 
nhÊt khi vµ chØ khi x = y. 

Chøng minh. §Æt S = x + y. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«-si ta cã  

2 2

x y S
xy

+
≤ = , do ®ã xy ≤ .

2

4

S
 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x = y 
2

S
= . 

VËy tÝch xy ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt b»ng 
2

4

S
 khi vµ chØ khi x = y = .

2

S
 

ý nghÜa h×nh häc 

Trong tÊt c¶ c¸c h×nh ch÷ nhËt cã cïng chu vi, h×nh vu«ng cã 
diÖn tÝch lín nhÊt (h.26). 

 

 

 

 

 
 

 
H×nh 26 

HÖ qu¶ 3 

NÕu x, y cïng d−¬ng vµ cã tÝch kh«ng ®æi th× tæng x + y nhá 

nhÊt khi vµ chØ khi x = y. 

ý nghÜa h×nh häc  

Trong tÊt c¶ c¸c h×nh ch÷ nhËt cã cïng diÖn tÝch, h×nh vu«ng cã 
chu vi nhá nhÊt (h.27). 

A B 

C D 

1cm2

G 

F E

H
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H×nh 27
 

5  

H·y chøng minh hÖ qu¶ 3. 

III −  BÊt ®¼ng thøc chøa dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

6  
Nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ tuyÖt ®èi vµ tÝnh gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña c¸c sè sau 

a) 0 ;     b) 1,25 ;      c) 
3

4
− ;      d) −π. 

Tõ ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ tuyÖt ®èi, ta cã c¸c tÝnh chÊt cho trong b¶ng sau 

§iÒu kiÖn Néi dung 

 ,0x ≥ ,x x≥  x x≥ −  

x a≤  ⇔ −a ≤ x ≤ a 
a > 0 

x a≥  ⇔ x ≤ −a hoÆc x ≥ a 

 a b a b− ≤ +  ≤ a b+  

VÝ dô. Cho x ∈ [−2 ; 0]. Chøng minh r»ng .1 1x + ≤  

Gi¶i 

x ∈ [−2 ; 0] ⇒ −2 ≤ x ≤ 0 

 ⇒ −2 + 1 ≤ x + 1 ≤ 0 + 1 

 ⇒ −1 ≤ x + 1 ≤ 1 

 ⇒ .1 1x + ≤  

A B 

C D G 

F E

H

1cm2
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Bµi tËp 

1.  Trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau, kh¼ng ®Þnh nµo ®óng víi mäi gi¸ trÞ cña x ? 

a) 8x > 4x ;           b) 4x > 8x ; 

c) 2 28 4x x> ;          d) 8 + x > 4 + x. 

2.  Cho sè x > 5, sè nµo trong c¸c sè sau ®©y lµ sè nhá nhÊt ? 

A = 
5

x
 ;   B = 

5
1

x
+  ;   C = 

5
1

x
−  ;    D = .

5

x
 

3.  Cho a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c. 

a) Chøng minh ( )2 2b c a− <  ; 

b) Tõ ®ã suy ra 2 2 2a b c+ + < 2 (ab + bc + ca). 

4.  Chøng minh r»ng 

3 3 2 2x y x y xy+ ≥ + , ∀x ≥ 0, ∀y ≥ 0. 

5.  Chøng minh r»ng 

,4 5 1 0x x x x− + − + >   ∀x ≥ 0. 

H−íng dÉn. §Æt ,x t= xÐt hai tr−êng hîp 0 ≤ x < 1 ; x ≥ 1. 
6.  Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, trªn c¸c tia Ox vµ Oy lÇn l−ît lÊy c¸c ®iÓm A 

vµ B thay ®æi sao cho ®−êng th¼ng AB lu«n tiÕp xóc víi ®−êng trßn t©m O 
b¸n kÝnh 1. X¸c ®Þnh to¹ ®é cña A vµ B ®Ó ®o¹n AB cã ®é dµi nhá nhÊt. 

 

 

C h Ø  d É n  l Þ c h  s ö   

 
C«-si lµ nhµ to¸n häc Ph¸p. ¤ng nghiªn cøu nhiÒu lÜnh vùc 
To¸n häc kh¸c nhau, c«ng bè h¬n 800 c«ng tr×nh vÒ Sè häc, 
LÝ thuyÕt sè, §¹i sè, Gi¶i tÝch to¸n häc, Ph−¬ng tr×nh vi ph©n, 
C¬ häc lÝ thuyÕt, C¬ häc thiªn thÓ, VËt lÝ to¸n. 

C¸c c«ng tr×nh cña C«-si cho thÊy râ nh−îc ®iÓm cña viÖc 
dùa vµo trùc gi¸c h×nh häc ®Ó suy ra c¸c kÕt qu¶ tÕ nhÞ cña 
Gi¶i tÝch. ¤ng ®Þnh nghÜa mét c¸ch chÝnh x¸c c¸c kh¸i niÖm 
giíi h¹n vµ liªn tôc cña hµm sè. ¤ng x©y dùng mét c¸ch chÆt 
chÏ LÝ thuyÕt héi tô cña chuçi, ®−a ra kh¸i niÖm b¸n kÝnh héi tô. 

A. C«-si 
(Augustin Louis Cauchy, 

1789 − 1857) 
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¤ng ®Þnh nghÜa tÝch ph©n lµ giíi h¹n cña c¸c tæng tÝch ph©n 
vµ chøng minh sù tån t¹i tÝch ph©n cña c¸c hµm sè liªn tôc. 
¤ng ph¸t triÓn c¬ së cña LÝ thuyÕt hµm sè biÕn sè phøc. VÒ 
H×nh häc, vÒ §¹i sè, vÒ LÝ thuyÕt sè, vÒ C¬ häc, vÒ Quang 
häc, vÒ Thiªn v¨n häc, C«-si ®Òu cã nh÷ng cèng hiÕn lín lao. 

 

BÊt ph−¬ng tr ×nh vμ  
hÖ  bÊt ph−¬ n g  t r × n h  m é t  È n  

 
I  −  Kh¸i niÖm bÊt ph−¬ng tr×nh mét Èn 

1.  BÊt ph−¬ng tr×nh mét Èn 

1 
Cho mét vÝ dô vÒ bÊt ph−¬ng tr×nh mét Èn, chØ râ vÕ tr¸i vµ vÕ ph¶i cña bÊt ph−¬ng 
tr×nh nµy. 

BÊt ph−¬ng tr×nh Èn x lµ mÖnh ®Ò chøa biÕn cã d¹ng 

    f(x) < g(x)   (f(x) ≤ g(x))       (1) 

trong ®ã f(x) vµ g(x) lµ nh÷ng biÓu thøc cña x. 

Ta gäi f(x) vµ g(x) lÇn l−ît lµ vÕ tr¸i vµ vÕ ph¶i cña bÊt ph−¬ng 
tr×nh (1). Sè thùc 0x  sao cho ( ) ( )0 0f x g x<  ( ( ) ( ))0 0f x g x≤  lµ 

mÖnh ®Ò ®óng ®−îc gäi lµ mét nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh (1). 

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh lµ t×m tËp nghiÖm cña nã, khi tËp 
nghiÖm rçng th× ta nãi bÊt ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

Chó ý 
BÊt ph−¬ng tr×nh (1) còng cã thÓ viÕt l¹i d−íi d¹ng sau 

g(x) > f(x)    (g(x) ≥ f(x)). 
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2 
Cho bÊt ph−¬ng tr×nh 2x ≤ 3. 

a) Trong c¸c sè −2 ; 
1

2
2

; π ; 10  sè nµo lµ nghiÖm, sè nµo kh«ng lµ nghiÖm cña bÊt 

ph−¬ng tr×nh trªn ? 
b) Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh ®ã vµ biÓu diÔn tËp nghiÖm cña nã trªn trôc sè. 

2.  §iÒu kiÖn cña mét bÊt ph−¬ng tr×nh 

T−¬ng tù ®èi víi ph−¬ng tr×nh, ta gäi c¸c ®iÒu kiÖn cña Èn sè 
x ®Ó f(x) vµ g(x) cã nghÜa lµ ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh (hay gäi t¾t lµ 
®iÒu kiÖn) cña bÊt ph−¬ng tr×nh (1). 

Ch¼ng h¹n ®iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh 

         23 1x x x− + + ≤  

lµ 3 − x ≥ 0 vµ x + 1 ≥ 0. 

3.  BÊt ph−¬ng tr×nh chøa tham sè 

Trong mét bÊt ph−¬ng tr×nh, ngoµi c¸c ch÷ ®ãng vai trß Èn sè cßn cã thÓ cã 
c¸c ch÷ kh¸c ®−îc xem nh− nh÷ng h»ng sè vµ ®−îc gäi lµ tham sè. Gi¶i vµ 
biÖn luËn bÊt ph−¬ng tr×nh chøa tham sè lµ xÐt xem víi c¸c gi¸ trÞ nµo cña 
tham sè bÊt ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm, bÊt ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm vµ t×m 
c¸c nghiÖm ®ã. Ch¼ng h¹n 

        (2 1) 3 0m x− + <  

        2 1 0x mx− + ≥  

cã thÓ ®−îc coi lµ nh÷ng bÊt ph−¬ng tr×nh Èn x tham sè m. 

II −  HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh mét Èn 

HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh Èn x gåm mét sè bÊt ph−¬ng tr×nh Èn x 
mµ ta ph¶i t×m c¸c nghiÖm chung cña chóng.  

Mçi gi¸ trÞ cña x ®ång thêi lµ nghiÖm cña tÊt c¶ c¸c bÊt 
ph−¬ng tr×nh cña hÖ ®−îc gäi lµ mét nghiÖm cña hÖ bÊt 
ph−¬ng tr×nh ®· cho. 

Gi¶i hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh lµ t×m tËp nghiÖm cña nã. 

§Ó gi¶i mét hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh ta gi¶i tõng bÊt ph−¬ng tr×nh 
råi lÊy giao cña c¸c tËp nghiÖm. 
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VÝ dô 1. Gi¶i hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh 

           
.

3 0

1 0

x

x

− ≥⎧
⎨ + ≥⎩

 

Gi¶i. Gi¶i tõng bÊt ph−¬ng tr×nh ta cã 

3 − x ≥ 0 ⇔ 3 ≥ x 

   x + 1 ≥ 0 ⇔ x ≥ −1. 

BiÓu diÔn trªn trôc sè c¸c tËp nghiÖm cña c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh nµy ta ®−îc 

TËp nghiÖm cña 3 − x ≥ 0 

TËp nghiÖm cña x + 1 ≥ 0 

Giao cña hai tËp hîp trªn lµ ®o¹n [−1 ; 3].  

VËy tËp nghiÖm cña hÖ lµ [−1 ; 3] hay cßn cã thÓ viÕt lµ −1 ≤ x ≤ 3. 

III −  mét sè phÐp biÕn ®æi BÊt ph−¬ng tr×nh 

1.  BÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng 

3 
Hai bÊt ph−¬ng tr×nh trong vÝ dô 1 cã t−¬ng ®−¬ng hay kh«ng ? V× sao ? 

Ta ®· biÕt hai bÊt ph−¬ng tr×nh cã cïng tËp nghiÖm (cã thÓ 
rçng) lµ hai bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng vµ dïng kÝ hiÖu 
"⇔" ®Ó chØ sù t−¬ng ®−¬ng cña hai bÊt ph−¬ng tr×nh ®ã. 

T−¬ng tù, khi hai hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh cã cïng mét tËp nghiÖm ta 
còng nãi chóng t−¬ng ®−¬ng víi nhau vµ dïng kÝ hiÖu "⇔" ®Ó 
chØ sù t−¬ng ®−¬ng ®ã.  

2. PhÐp biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng 

§Ó gi¶i mét bÊt ph−¬ng tr×nh (hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh) ta liªn tiÕp 
biÕn ®æi nã thµnh nh÷ng bÊt ph−¬ng tr×nh (hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh) 
t−¬ng ®−¬ng cho ®Õn khi ®−îc bÊt ph−¬ng tr×nh (hÖ bÊt ph−¬ng 
tr×nh) ®¬n gi¶n nhÊt mµ ta cã thÓ viÕt ngay tËp nghiÖm. C¸c phÐp 
biÕn ®æi nh− vËy ®−îc gäi lµ c¸c phÐp biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng. 

x

x−1
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Ch¼ng h¹n khi gi¶i hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh trong vÝ dô 1 ta cã thÓ viÕt 

3 0

1 0

x

x

− ≥⎧
⎨ + ≥⎩

 ⇔ 
3

1

x

x

≥⎧
⎨ ≥ −⎩

  ⇔ −1 ≤ x ≤ 3. 

D−íi ®©y ta sÏ lÇn l−ît xÐt mét sè phÐp biÕn ®æi th−êng sö dông khi gi¶i 
bÊt ph−¬ng tr×nh. 

3.  Céng (trõ) 

Céng (trõ) hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh víi cïng mét biÓu thøc 
mµ kh«ng lµm thay ®æi ®iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh ta ®−îc 
mét bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng. 

P(x) < Q(x) ⇔ P(x) + f(x) < Q(x) + f(x) 

VÝ dô 2. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

(x + 2)(2x − 1) − 2 ≤ x2 + (x − 1)(x + 3). 

Ph©n tÝch bµi to¸n 

Khai triÓn vµ rót gän tõng vÕ ta ®−îc bÊt ph−¬ng tr×nh 

2x2 + 3x − 4 ≤ 2x2 + 2x − 3. 

ChuyÓn vÕ vµ ®æi dÊu c¸c h¹ng tö cña vÕ ph¶i bÊt ph−¬ng tr×nh nµy (thùc 

chÊt lµ céng hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh víi biÓu thøc −(2x2 + 2x − 3) ta 
®−îc mét bÊt ph−¬ng tr×nh ®· biÕt c¸ch gi¶i. 

Gi¶i 

  (x + 2)(2x − 1) − 2 ≤ ( )( )2 1 3x x x+ − +  

  ⇔ 2x2 + 4x − x − 2 − 2 ≤ x2 + x2 − x + 3x − 3 

⇔ 2x2 + 3x − 4 ≤ 2x2 + 2x − 3 

⇔ 2x2 + 3x − 4 − (2x2 + 2x − 3) ≤ 0 
⇔ x − 1 ≤ 0 
⇔ x ≤ 1. 

VËy tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh lµ (−∞ ; 1]. 

NhËn xÐt. NÕu céng hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh P(x) < Q(x) + f(x) víi biÓu 
thøc −f(x) ta ®−îc bÊt ph−¬ng tr×nh P(x) − f(x) < Q(x). Do ®ã 

P(x) < Q(x) + f(x) ⇔ P(x) − f(x) < Q(x). 
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Nh− vËy chuyÓn vÕ vµ ®æi dÊu mét h¹ng tö trong mét bÊt ph−¬ng tr×nh ta 
®−îc mét bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng. 

4.  Nh©n (chia) 
Nh©n (chia) hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh víi cïng mét biÓu 
thøc lu«n nhËn gi¸ trÞ d−¬ng (mµ kh«ng lµm thay ®æi ®iÒu 
kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh) ta ®−îc mét bÊt ph−¬ng tr×nh 
t−¬ng ®−¬ng. Nh©n (chia) hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh víi 
cïng mét biÓu thøc lu«n nhËn gi¸ trÞ ©m (mµ kh«ng lµm thay 
®æi ®iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh) vµ ®æi chiÒu bÊt ph−¬ng 
tr×nh ta ®−îc mét bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng. 

P(x) < Q(x) ⇔ P(x).f(x) < Q(x).f(x) nÕu f(x) > 0, ∀x 

P(x) < Q(x) ⇔ P(x).f(x) > Q(x).f(x) nÕu f(x) < 0, ∀x 

VÝ dô 3. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

   .
2 2

2 2
1

2 1

x x x x

x x

+ + +
>

+ +
 

Ph©n tÝch bµi to¸n. MÉu thøc cña hai vÕ bÊt ph−¬ng tr×nh lµ nh÷ng biÓu thøc 
lu«n d−¬ng. Nh©n hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh víi hai biÓu thøc lu«n d−¬ng 
®ã, ta ®−îc mét bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng. 

Gi¶i  

  
2 2

2 2
1

2 1

x x x x

x x

+ + +
>

+ +
 

  ⇔ (x2 + x + 1)(x2 + 1) > (x2 + x)(x2 + 2) 

⇔ x4 + x3 + 2x2 + x + 1 > x4 + x3 + 2x2 + 2x 

⇔ x4 + x3 + 2x2 + x + 1 − x4 − x3 − 2x2 − 2x > 0 
⇔ −x + 1 > 0 ⇔ x < 1. 

VËy nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh lµ x < 1. 

5.  B×nh ph−¬ng  

B×nh ph−¬ng hai vÕ cña mét bÊt ph−¬ng tr×nh cã hai vÕ kh«ng 
©m mµ kh«ng lµm thay ®æi ®iÒu kiÖn cña nã ta ®−îc mét bÊt 
ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng. 

P(x) < Q(x) ⇔ P2(x) < Q2(x) nÕu P(x) ≥ 0, Q(x) ≥ 0, ∀x 
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VÝ dô 4. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

 .2 22 2 2 3x x x x+ + > − +  

Gi¶i. Hai vÕ bÊt ph−¬ng tr×nh ®Òu cã nghÜa vµ d−¬ng víi mäi x. B×nh 
ph−¬ng hai vÕ bÊt ph−¬ng tr×nh nµy ta ®−îc 

  ( ) ( )2 2
2 22 2 2 3x x x x+ + > − +  

  ⇔ 2 22 2 2 3+ + > − +x x x x  

⇔ 4x > 1 

⇔ 
1 .
4

x >  

VËy nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh lµ x > 
1 .
4

 

6.  Chó ý 

Trong qu¸ tr×nh biÕn ®æi mét bÊt ph−¬ng tr×nh thµnh bÊt ph−¬ng tr×nh 
t−¬ng ®−¬ng cÇn chó ý nh÷ng ®iÒu sau 

1) Khi biÕn ®æi c¸c biÓu thøc ë hai vÕ cña mét bÊt ph−¬ng 
tr×nh th× ®iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh cã thÓ bÞ thay ®æi. V× 
vËy, ®Ó t×m nghiÖm cña mét bÊt ph−¬ng tr×nh ta ph¶i t×m c¸c 
gi¸ trÞ cña x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®ã vµ lµ 
nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh míi. 

VÝ dô 5. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

.5 2 3 4 3 3
1

4 4 6

x x x x+ − − −
− > −  

Gi¶i. §iÒu kiÖn 3 − x ≥ 0. 
Ta cã 

        
5 2 3 4 3 3

1
4 4 6

x x x x+ − − −
− > −  

  ⇔ 
5 3 2 3

1
4 2 4 3 2

x x x x− −
+ − > − +  

⇔ 
5 3 2 3

1 0
4 2 4 3 2

x x x x− −
+ − − + − >  

⇒ 
1

0.
3

x − >  
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KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh, ta cã nghiÖm cña bÊt ph−¬ng 
tr×nh lµ nghiÖm cña hÖ  

.

1
0

3
3 0

x

x

⎧ − >⎪
⎨
⎪ − ≥⎩

 

HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh nµy cã nghiÖm lµ .1
3

3
x< ≤  

KÕt luËn. NghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ .1
3

3
x< ≤  

2) Khi nh©n (chia) hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh P(x) < Q(x) 
víi biÓu thøc f(x) ta cÇn l−u ý ®Õn ®iÒu kiÖn vÒ dÊu cña f(x). 
NÕu f(x) nhËn c¶ gi¸ trÞ d−¬ng lÉn gi¸ trÞ ©m th× ta ph¶i lÇn 
l−ît xÐt tõng tr−êng hîp. Mçi tr−êng hîp dÉn ®Õn mét hÖ bÊt 
ph−¬ng tr×nh.  

Ta minh ho¹ ®iÒu nµy qua vÝ dô sau. 

VÝ dô 6. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh  .1
1

1x
≥

−
 

Gi¶i. §iÒu kiÖn x ≠ 1. 

a) Khi x − 1 < 0 (tøc lµ x < 1) ta cã .1
0

1x
<

−
 Do ®ã trong tr−êng hîp nµy 

mäi x < 1 ®Òu kh«ng lµ nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh hay bÊt ph−¬ng tr×nh 
v« nghiÖm. 
b) Khi x − 1 > 0 (tøc lµ x > 1), nh©n hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho víi 
x − 1 ta ®−îc bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng 1 ≥ x − 1. Nh− vËy trong 
tr−êng hîp nµy nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ nghiÖm cña hÖ 

.
1 1

1

x

x

≥ −⎧
⎨ >⎩

 

Gi¶i hÖ nµy ta ®−îc nghiÖm lµ 1 < x ≤ 2. 

KÕt luËn. NghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ 1 < x ≤ 2. 

3) Khi gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh P(x) < Q(x) mµ ph¶i b×nh ph−¬ng 
hai vÕ th× ta lÇn l−ît xÐt hai tr−êng hîp : 
a) P(x), Q(x) cïng cã gi¸ trÞ kh«ng ©m, ta b×nh ph−¬ng hai vÕ 
bÊt ph−¬ng tr×nh. 
b) P(x), Q(x) cïng cã gi¸ trÞ ©m ta viÕt 

P(x) < Q(x) ⇔ − Q(x) < −P(x) 
råi b×nh ph−¬ng hai vÕ bÊt ph−¬ng tr×nh míi. 
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VÝ dô 7. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

   2 17 1

4 2
x x+ > + . 

Gi¶i. Hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh cã nghÜa víi mäi x. 

a) Khi 
1

0
2

x + <  (tøc lµ 
1

2
x < − ), vÕ ph¶i cña bÊt ph−¬ng tr×nh ©m, vÕ tr¸i 

d−¬ng nªn trong tr−êng hîp nµy mäi 
1

2
x < −  ®Òu lµ nghiÖm cña bÊt 

ph−¬ng tr×nh. 

b) Khi 
1

0
2

x + ≥  (tøc lµ 
1

2
x ≥ − ), hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho ®Òu 

kh«ng ©m nªn b×nh ph−¬ng hai vÕ cña nã ta ®−îc bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng 

®−¬ng .2 217 1

4 4
x x x+ > + +  Nh− vËy, nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· 

cho trong tr−êng hîp nµy lµ nghiÖm cña hÖ 

.2 2

1

2
17 1

4 4

x

x x x

⎧ ≥ −⎪⎪
⎨
⎪ + > + +
⎪⎩

 

Gi¶i hÖ nµy ta ®−îc nghiÖm lµ .1
4

2
x− ≤ <  

Tæng hîp l¹i, nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho bao gåm 

1

2
x < −  vµ .1

4
2

x− ≤ <  

KÕt luËn. NghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ x < 4. 

Bµi tËp 

1.  T×m c¸c gi¸ trÞ x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña mçi bÊt ph−¬ng tr×nh sau 

a) 
1 1

1
1x x

< −
+

;          b) 
2 2

1 2

4 4 3

x

x x x
≤

− − +
; 

c) 3 2
2 1 1

1

x
x x

x
− + − <

+
;     d) .1

2 1 3
4

x x
x

− > +
+
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2.  Chøng minh c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau v« nghiÖm 

a) 2 8x x+ +  ≤ − 3 ; 

b) ( )2 2 3
1 2 3 5 4

2
x x x+ − + − + < ; 

c) .2 21 7 1x x+ − + >  

3.  Gi¶i thÝch v× sao c¸c cÆp bÊt ph−¬ng tr×nh sau t−¬ng ®−¬ng ? 

a) −4x + 1 > 0 vµ 4x − 1 < 0 ; 

b) 2x2 + 5 ≤ 2x − 1 vµ 2x2 − 2x + 6 ≤ 0 ; 

c) x + 1 > 0 vµ x + 1 + 
2 2
1 1

1 1x x
>

+ +
 ; 

d) 1x −  ≥ x vµ (2x + 1) ( ).1 2 1x x x− ≥ +   

4.  Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau 

a) 
3 1 2 1 2

2 3 4

x x x+ − −
− <  ; 

b) ( )( ) ( )( ) .22 1 3 3 1 1 3 5x x x x x x− + − + ≤ − + + −  

5.  Gi¶i c¸c hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh 

a)

;

5
6 4 7

7
8 3

2 5
2

x x

x
x

⎧ + < +⎪⎪
⎨ +⎪ < +
⎪⎩

         

b) 
.( )

1
15 2 2

3
3 14

2 4
2

x x

x
x

⎧ − > +⎪⎪
⎨ −⎪ − <
⎪⎩
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D Ê u  c ñ a  n h Þ  t h ø c  b Ë c  n h Ê t  

 

I −  ®Þnh lÝ vÒ DÊu cña nhÞ thøc bËc nhÊt 

1. NhÞ thøc bËc nhÊt 

NhÞ thøc bËc nhÊt ®èi víi x lµ biÓu thøc d¹ng f(x) = ax + b 
trong ®ã a, b lµ hai sè ®· cho, a ≠ 0.  

1 
a) Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh −2x + 3 > 0 vµ biÓu diÔn trªn trôc sè tËp nghiÖm cña nã. 

b) Tõ ®ã h·y chØ ra c¸c kho¶ng mµ nÕu x lÊy gi¸ trÞ trong ®ã th× nhÞ thøc f(x) = −2x + 3 
cã gi¸ trÞ  

Tr¸i dÊu víi hÖ sè cña x ; 

Cïng dÊu víi hÖ sè cña x. 

2. DÊu cña nhÞ thøc bËc nhÊt 

§Þnh lÝ   

NhÞ thøc f(x) = ax + b cã gi¸ trÞ cïng dÊu víi hÖ sè a khi x 

lÊy c¸c gi¸ trÞ trong kho¶ng ; +
b

a
⎛ ⎞− ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

, tr¸i dÊu víi hÖ sè a 

khi x lÊy c¸c gi¸ trÞ trong kho¶ng ; .b

a
⎛ ⎞−∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Chøng minh. Ta cã f(x) = ax + b = .b
a x

a
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Víi x > 
b

a
−  th× x + 0

b

a
>  nªn f(x) = 

b
a x

a
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 cïng dÊu víi hÖ sè a. 

Víi x < 
b

a
−  th× 

b
x

a
+  < 0 nªn f(x) = 

b
a x

a
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 tr¸i dÊu víi hÖ sè a. 
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C¸c kÕt qu¶ trªn ®−îc thÓ hiÖn qua b¶ng sau 

x −∞  
b
a

−   +∞ 

f(x) = ax + b  tr¸i dÊu víi a 0 cïng dÊu víi a  

Ta gäi b¶ng nµy lµ b¶ng xÐt dÊu nhÞ thøc f(x) = ax + b. 

Khi 
b

x
a

= −  nhÞ thøc f(x) = ax + b cã gi¸ trÞ b»ng 0, ta nãi sè 0
b

x
a

= −  lµ 

nghiÖm cña nhÞ thøc f(x). 

NghiÖm 0
b

x
a

= −  cña nhÞ thøc chia trôc sè thµnh hai kho¶ng (h.28). 

 
 
 

 
 

H×nh 28 

Minh ho¹ b»ng ®å thÞ 

a > 0 a < 0 

 

 

 

 

 

    

3.  ¸p dông 

2 
XÐt dÊu c¸c nhÞ thøc    f(x) = 3x + 2,  g(x) = −2x + 5. 

VÝ dô 1. XÐt dÊu nhÞ thøc f(x) = mx − 1 víi m lµ mét tham sè ®· cho. 

Gi¶i. NÕu m = 0 th× f(x) = −1 < 0, víi mäi x. 

NÕu m ≠ 0 th× f(x) lµ mét nhÞ thøc bËc nhÊt cã nghiÖm 0
1

x
m

= . 

f(x) a tr¸i dÊu víi 

f(x) a cïng dÊu víi 

x

− b
a

y = ax + b
y

x

b
a

O

+
+

+
−

−
−

y = ax + b
y

O x
−

−
−

+
+

+b
a
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Ta cã b¶ng xÐt dÊu nhÞ thøc f(x) trong hai tr−êng hîp m > 0, m < 0 nh− sau 

x −∞  
1

m
  +∞ 

m > 0 
f(x)  − 0 +  

 

x −∞  
1

m
  +∞ 

m < 0 
f(x)  + 0 −  

II −  XÐt dÊu tÝch, th−¬ng c¸c nhÞ thøc bËc nhÊt 

Gi¶ sö f(x) lµ mét tÝch cña nh÷ng nhÞ thøc bËc nhÊt. ¸p dông ®Þnh lÝ 
vÒ dÊu cña nhÞ thøc bËc nhÊt cã thÓ xÐt dÊu tõng nh©n tö. LËp b¶ng 
xÐt dÊu chung cho tÊt c¶ c¸c nhÞ thøc bËc nhÊt cã mÆt trong f(x) ta 
suy ra ®−îc dÊu cña f(x). Tr−êng hîp f(x) lµ mét th−¬ng còng ®−îc 
xÐt t−¬ng tù. 

VÝ dô 2. XÐt dÊu biÓu thøc 

f(x) =
( ) ( ) .4 1 2

3 5

x x

x

− +
− +

 

Gi¶i 

f(x) kh«ng x¸c ®Þnh khi
5

3
x = . C¸c nhÞ thøc 4x − 1, x + 2, −3x + 5 cã c¸c 

nghiÖm viÕt theo thø tù t¨ng lµ −2 ; 
1

4
 ; 

5

3
. C¸c nghiÖm nµy chia kho¶ng 

( ; )−∞ + ∞  thµnh bèn kho¶ng, trong mçi kho¶ng c¸c nhÞ thøc ®ang xÐt cã 

dÊu hoµn toµn x¸c ®Þnh. 

x  −∞ − 2 
1

4
 

5

3
 +∞ 

4x − 1 −  − 0 +  + 

x + 2 − 0 +  +  + 

−3x + 5 +  +  + 0 − 

f(x) + 0 − 0 +  − 
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Tõ b¶ng xÐt dÊu ta thÊy  

f(x) > 0 khi x ∈ (−∞ ; −2) hoÆc x ∈ ;1 5

4 3
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 

f(x) < 0 khi x ∈ ; 1
2

4
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 hoÆc x ∈ ;5

3
⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 

f(x) = 0 khi x = −2 hoÆc .1

4
x =  

f(x) kh«ng x¸c ®Þnh khi 
5

3
x =  (trong b¶ng kÝ hiÖu bëi ||). 

3 

XÐt dÊu biÓu thøc f(x) = (2x − 1)(−x + 3). 

III −  ¸p dông vµo gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh f(x) > 0 thùc chÊt lµ xÐt xem biÓu thøc f(x) nhËn gi¸ 
trÞ d−¬ng víi nh÷ng gi¸ trÞ nµo cña x (do ®ã còng biÕt f(x) nhËn gi¸ trÞ ©m 
víi nh÷ng gi¸ trÞ nµo cña x), lµm nh− vËy ta nãi ®· xÐt dÊu biÓu thøc f(x). 

1.  BÊt ph−¬ng tr×nh tÝch, bÊt ph−¬ng tr×nh chøa Èn ë mÉu thøc 

VÝ dô 3. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh  

1
1.

1 x
≥

−
 

Gi¶i. Ta biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho  

       
1

1
1 x

≥
−

 ⇔ 
1

1 0
1 x

− ≥
−

 ⇔ 0.
1

x

x
≥

−
 

XÐt dÊu biÓu thøc ( )
1

x
f x

x
=

−
 ta suy ra nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· 

cho lµ 0 ≤ x < 1. 

4  

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 3 4 0x x− < . 
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2.  BÊt ph−¬ng tr×nh chøa Èn trong dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

Mét trong nh÷ng c¸ch gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh chøa Èn trong dÊu gi¸ trÞ tuyÖt 
®èi lµ sö dông ®Þnh nghÜa ®Ó khö dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi. Ta th−êng ph¶i xÐt 
bÊt ph−¬ng tr×nh trong nhiÒu kho¶ng (nöa kho¶ng, ®o¹n) kh¸c nhau, trªn 
®ã c¸c biÓu thøc n»m trong dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi ®Òu cã dÊu x¸c ®Þnh. 

VÝ dô 4. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

          .2 1 3 5x x− + + − <          

Gi¶i.  

Theo ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ tuyÖt ®èi ta cã  

         2 1x− +   nÕu 2 1 0x− + ≥  

         ( 2 1)x− − +  nÕu − + <2 1 0.x  

Do ®ã ta xÐt bÊt ph−¬ng tr×nh trong hai kho¶ng 

a) Víi 
1

2
x ≤  ta cã hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh  

     
1

2
( 2 1) 3 5

x

x x

⎧ ≤⎪
⎨
⎪ − + + − <⎩

 hay 
1

2
7.

x

x

⎧ ≤⎪
⎨
⎪− <⎩

 

HÖ nµy cã nghiÖm lµ 
1 .7
2

x− < ≤  

b) Víi 
1

2
x >  ta cã hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh  

     
1

2
(2 1) 3 5

x

x x

⎧ >⎪
⎨
⎪ − + − <⎩

 hay 
1

2
3.

x

x

⎧ >⎪
⎨
⎪ <⎩

 

HÖ nµy cã nghiÖm lµ 
1

3
2

x< < . 

Tæng hîp l¹i tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ hîp cña hai kho¶ng 

1
7 ;

2
⎛ ⎤−⎜ ⎥⎝ ⎦

 vµ 
1

; 3
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

KÕt luËn. BÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ −7 < x < 3. 

2 1x
⎧

− + = ⎨
⎩
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B»ng c¸ch ¸p dông tÝnh chÊt cña gi¸ trÞ tuyÖt ®èi (§1) ta cã 
thÓ dÔ dµng gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh d¹ng ( )f x a≤  vµ 

( )f x a≥  víi a > 0 ®· cho. 

Ta cã 

( )f x a≤  ⇔ −a ≤ f(x) ≤ a 

( )f x a≥  ⇔ f(x) ≤ −a hoÆc f(x) ≥ a.

Bµi tËp 

1.  XÐt dÊu c¸c biÓu thøc 
a) f(x) = (2x − 1)(x + 3) ;      b) f(x) = (−3x − 3)(x + 2)(x + 3) ; 

c) f(x) = 
4 3

3 1 2x x

−
−

+ −
 ;      d) f(x) = 4x2 − 1. 

2.  Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh 

a) 
2 5

1 2 1x x
≤

− −
 ;        b) 

( )2
1 1

1 1x x
<

+ −
 ; 

c) 
1 2 3

4 3x x x
+ <

+ +
 ;        d) .

2

2
3 1

1
1

x x

x

− +
<

−
 

3.  Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh 

a) 5 4 6x − ≥  ;         b) .5 10

2 1x x

−
<

+ −
 

BÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 
 

I −  bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

Ta còng gÆp nh÷ng bÊt ph−¬ng tr×nh nhiÒu Èn sè, ch¼ng h¹n  

32 3x y z+ − <  ; 3 2 1x y+ < . 

Khi x  = −2, y = 1, z = 0 th× vÕ tr¸i bÊt ph−¬ng tr×nh thø nhÊt cã gi¸ trÞ nhá 
h¬n vÕ ph¶i cña nã, ta nãi bé ba sè (x ; y ; z) = (−2 ; 1 ; 0) lµ mét nghiÖm 
cña bÊt ph−¬ng tr×nh nµy. 

( )0a >
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T−¬ng tù, cÆp sè (x ; y) = (1 ; −2) lµ mét nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh thø hai. 

BÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn x, y cã d¹ng tæng qu¸t lµ  
         ax + by ≤ c        (1) 

(ax + by < c ; ax + by ≥ c ; ax + by > c) 
trong ®ã a, b, c lµ nh÷ng sè thùc ®· cho, a vµ b kh«ng ®ång 
thêi b»ng 0, x vµ y lµ c¸c Èn sè. 

II − BiÓu diÔn tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn 

Còng nh− bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt mét Èn, c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn th−êng cã v« sè nghiÖm vµ ®Ó m« t¶ tËp nghiÖm cña chóng, ta sö 
dông ph−¬ng ph¸p biÓu diÔn h×nh häc.  

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, tËp hîp c¸c ®iÓm cã to¹ ®é lµ 
nghiÖm bÊt ph−¬ng tr×nh (1) ®−îc gäi lµ miÒn nghiÖm cña nã.  

Ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc r»ng trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, ®−êng 
th¼ng ax + by = c chia mÆt ph¼ng thµnh hai nöa mÆt ph¼ng, mét trong hai 

nöa mÆt ph¼ng ®ã lµ miÒn nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ax + by ≤ c, nöa 

mÆt ph¼ng kia lµ miÒn nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ax + by ≥ c.  

Tõ ®ã ta cã quy t¾c thùc hµnh biÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm (hay biÓu 
diÔn miÒn nghiÖm) cña bÊt ph−¬ng tr×nh ax + by ≤ c nh− sau (t−¬ng tù cho 

bÊt ph−¬ng tr×nh ax + by ≥ c) 

B−íc 1. Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, vÏ ®−êng th¼ng Δ :  

ax + by = c. 

B−íc 2. LÊy mét ®iÓm ( ; )0 0 0M x y  kh«ng thuéc Δ (ta th−êng 

lÊy gèc to¹ ®é O) 

B−íc 3. TÝnh 0 0ax by+  vµ so s¸nh 0 0ax by+  víi c. 

B−íc 4. KÕt luËn  

NÕu 0 0ax by+  < c th× nöa mÆt ph¼ng bê Δ chøa 

0M  lµ miÒn nghiÖm cña ax + by ≤ c. 

NÕu 0 0ax by c+ >  th× nöa mÆt ph¼ng bê Δ kh«ng 

chøa 0M  lµ miÒn nghiÖm cña ax + by ≤ c. 
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Chó ý 
MiÒn nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ax + by ≤ c bá ®i ®−êng 
th¼ng ax + by = c lµ miÒn nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh  

ax + by < c. 

VÝ dô 1. BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

              2x + y ≤ 3. 

Gi¶i 

VÏ ®−êng th¼ng Δ : 2x + y = 3.    

LÊy gèc to¹ ®é O(0 ; 0), ta thÊy O ∉ Δ vµ 
cã 2.0 + 0 < 3 nªn nöa mÆt ph¼ng bê Δ 
chøa gèc to¹ ®é O lµ miÒn nghiÖm cña bÊt 
ph−¬ng tr×nh ®· cho (miÒn kh«ng bÞ t« 
®Ëm trong h×nh 29). 

1 
BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng 
tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

3 2 0x y− + > . 
 

 

III −  HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

T−¬ng tù hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh mét Èn 

HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn gåm mét sè bÊt ph−¬ng 
tr×nh bËc nhÊt hai Èn x, y mµ ta ph¶i t×m c¸c nghiÖm chung 
cña chóng. Mçi nghiÖm chung ®ã ®−îc gäi lµ mét nghiÖm cña 
hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho. 

Còng nh− bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn, ta cã thÓ biÓu diÔn 
h×nh häc tËp nghiÖm cña hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn. 

VÝ dô 2. BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

.

3 6

4

0

0

x y

x y

x

y

+ ≤⎧
⎪ + ≤⎪
⎨ ≥⎪
⎪ ≥⎩

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

H×nh 29 

x 

3

y

O 3
2
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Gi¶i. VÏ c¸c ®−êng th¼ng 

(d1) : 3x + y = 6 

(d2) : x + y = 4 

(d3) : x = 0 (trôc tung) 

(d4) : y = 0 (trôc hoµnh). 

V× ®iÓm M0(1 ; 1) cã to¹ ®é tho¶ m·n 
tÊt c¶ c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh trong hÖ 
trªn nªn ta t« ®Ëm c¸c nöa mÆt ph¼ng 

bê (d1), (d2), (d3), (d4) kh«ng chøa 

®iÓm M0. MiÒn kh«ng bÞ t« ®Ëm (h×nh 
tø gi¸c OCIA kÓ c¶ bèn c¹nh AI, IC, 
CO, OA) trong h×nh vÏ (h.30) lµ miÒn 
nghiÖm cña hÖ ®· cho. 

2 
BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

2 3

2 5 12 8.

x y

x y x

− ≤⎧
⎨ + ≤ +⎩

 

IV −  ¸p dông vµo bµi to¸n kinh tÕ 

Gi¶i mét sè bµi to¸n kinh tÕ th−êng dÉn ®Õn viÖc xÐt nh÷ng hÖ bÊt ph−¬ng 
tr×nh bËc nhÊt hai Èn vµ gi¶i chóng. Lo¹i bµi to¸n nµy ®−îc nghiªn cøu 
trong mét ngµnh to¸n häc cã tªn gäi lµ Quy ho¹ch tuyÕn tÝnh. Sau ®©y ta sÏ 
xÐt mét bµi to¸n ®¬n gi¶n thuéc lo¹i ®ã. 

Bµi to¸n. Mét ph©n x−ëng cã hai m¸y ®Æc chñng ,1M  2M  s¶n xuÊt hai 

lo¹i s¶n phÈm kÝ hiÖu lµ I vµ II. Mét tÊn s¶n phÈm lo¹i I l·i 2 triÖu ®ång, 
mét tÊn s¶n phÈm lo¹i II l·i 1,6 triÖu ®ång. Muèn s¶n xuÊt mét tÊn s¶n 

phÈm lo¹i I ph¶i dïng m¸y M1 trong 3 giê vµ m¸y M2 trong 1 giê. Muèn 

s¶n xuÊt mét tÊn s¶n phÈm lo¹i II ph¶i dïng m¸y M1 trong 1 giê vµ m¸y 

M2 trong 1 giê. Mét m¸y kh«ng thÓ dïng ®Ó s¶n xuÊt ®ång thêi hai lo¹i 
s¶n phÈm. M¸y 1M  lµm viÖc kh«ng qu¸ 6 giê trong mét ngµy, m¸y 2M  

mét ngµy chØ lµm viÖc kh«ng qu¸ 4 giê. H·y ®Æt kÕ ho¹ch s¶n xuÊt sao cho 
tæng sè tiÒn l·i cao nhÊt. 
Gi¶i. Gäi x, y theo thø tù lµ sè tÊn s¶n phÈm lo¹i I, lo¹i II s¶n xuÊt trong 
mét ngµy (x ≥ 0, y ≥ 0). Nh− vËy tiÒn l·i mçi ngµy lµ L = 2x + 1,6y (triÖu ®ång) 

vµ sè giê lµm viÖc (mçi ngµy) cña m¸y M1 lµ 3x + y vµ m¸y M2 lµ x + y. 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
H×nh 30 

y

O

6

4C
3

1
A

I

x421

d2

M0

d1
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V× mçi ngµy m¸y M1 chØ lµm viÖc kh«ng qu¸ 6 giê, m¸y M2 kh«ng qu¸ 4 giê 

nªn x, y ph¶i tho¶ m·n hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh 

.

3 6
4

0
0

x y
x y
x
y

+ ≤⎧
⎪ + ≤
⎨ ≥⎪ ≥⎩

           (2) 

Bµi to¸n trë thµnh  

Trong c¸c nghiÖm cña hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh (2), t×m nghiÖm (x = x0 ; y = y0) 

sao cho L = 2x + 1,6y lín nhÊt. 

MiÒn nghiÖm cña hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh (2) lµ tø gi¸c OAIC kÓ c¶ miÒn trong 
(gäi lµ miÒn tø gi¸c OAIC) xem vÝ dô ë môc III h×nh 30. 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng biÓu thøc L = 2x + 1,6y ®¹t ®−îc gi¸ trÞ lín  
nhÊt t¹i mét trong c¸c ®Ønh cña tø gi¸c OAIC (xem bµi ®äc thªm). TÝnh gi¸ trÞ 
cña biÓu thøc L = 2x + 1,6y t¹i tÊt c¶ c¸c ®Ønh cña tø gi¸c OAIC, ta thÊy L lín  
nhÊt khi x = 1, y = 3. 

VËy ®Ó cã sè tiÒn l·i cao nhÊt, mçi ngµy cÇn s¶n xuÊt 1 tÊn s¶n phÈm lo¹i I 
vµ 3 tÊn s¶n phÈm lo¹i II. 

B μ i  ® ä c  t h ª m  
ph−¬ng ph¸p t×m cùc trÞ cña biÓu thøc 
F  =  ax  +  by  trªn mét miÒn ®a gi¸c 

Bµi to¸n. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc F = ax + by (a, b lµ 
hai sè ®· cho kh«ng ®ång thêi b»ng 0), trong ®ã x, y lµ c¸c to¹ ®é cña c¸c ®iÓm 
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thuéc miÒn ®a gi¸c A1A2... AiAi+1... An. X¸c ®Þnh x, y ®Ó F ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt, 
nhá nhÊt. 

Gi¶i (h.31). Ta minh ho¹ c¸ch gi¶i trong 
tr−êng hîp n = 5 vµ chØ xÐt tr−êng hîp 
b > 0 (c¸c tr−êng hîp cßn l¹i xÐt t−¬ng 

tù). Gi¶ sö M(x0 ; y0) lµ mét ®iÓm ®· cho 
thuéc miÒn ®a gi¸c. Qua ®iÓm M vµ mçi 
®Ønh cña ®a gi¸c, kÎ c¸c ®−êng th¼ng 
song song víi ®−êng th¼ng ax + by = 0. 

Trong c¸c ®−êng th¼ng ®ã, ®−êng 
th¼ng qua ®iÓm M cã ph−¬ng tr×nh  

ax + by = ax0 + by0 

vµ c¾t trôc tung t¹i ®iÓm 0 00 ;
ax by

N
b

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

V× b > 0 nªn ax0 + by0 lín nhÊt khi vµ chØ 

khi 0 0ax by

b

+
 lín nhÊt.  

Trªn h×nh 31, F = ax + by lín nhÊt khi (x ; y) lµ to¹ ®é cña ®iÓm A1, bÐ nhÊt khi (x ; y) 

lµ to¹ ®é ®iÓm A4. 

Tãm l¹i, gi¸ trÞ lín nhÊt (nhá nhÊt) cña biÓu thøc F = ax + by ®¹t ®−îc t¹i mét trong 
c¸c ®Ønh cña miÒn ®a gi¸c. 

Bµi tËp 

1.  BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn sau. 

a) −x + 2 + 2(y − 2) < 2(1 − x) ;    b) 3(x − 1) + 4(y − 2) < 5x − 3. 

2.  BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña c¸c hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn sau. 

a) 

;

2 0

3 2

3

x y

x y

y x

− <⎧
⎪ + > −⎨
⎪ − <⎩

          b) 

.

1 0
3 2

1 3
2

2 2
0

x y

y
x

x

⎧ + − <⎪
⎪
⎨ + − ≤⎪
⎪ ≥⎩

 

3.  Cã ba nhãm m¸y A, B, C dïng ®Ó s¶n xuÊt ra hai lo¹i s¶n phÈm I vµ II. §Ó 
s¶n xuÊt mét ®¬n vÞ s¶n phÈm mçi lo¹i ph¶i lÇn l−ît dïng c¸c m¸y thuéc 

H×nh 31

A1

A2

A3

A5

O

y

x
M(x  ; y )0 0

N
A4

ax + by = 0



 100 

c¸c nhãm kh¸c nhau. Sè m¸y trong mét nhãm vµ sè m¸y cña tõng nhãm 
cÇn thiÕt ®Ó s¶n xuÊt ra mét ®¬n vÞ s¶n phÈm thuéc mçi lo¹i ®−îc cho trong 
b¶ng sau 

Sè m¸y trong tõng nhãm ®Ó s¶n xuÊt ra 
mét ®¬n vÞ s¶n phÈm Nhãm 

Sè m¸y trong 
mçi nhãm 

Lo¹i I Lo¹i II 

A 

B 

C 

10 

4 

12 

2 

0 

2 

2 

2 

4 

Mét ®¬n vÞ s¶n phÈm I l·i 3 ngh×n ®ång, mét ®¬n vÞ s¶n phÈm II l·i 5 ngh×n ®ång. 
H·y lËp ph−¬ng ¸n ®Ó viÖc s¶n xuÊt hai lo¹i s¶n phÈm trªn cã l·i cao nhÊt. 

H−íng dÉn : ¸p dông ph−¬ng ph¸p gi¶i trong môc IV. 

D Ê u  c ñ a  t a m  t h ø c  b Ë c  h a i  

 

I −  §Þnh lÝ vÒ dÊu cña Tam thøc bËc hai 

1.  Tam thøc bËc hai 

Tam thøc bËc hai ®èi víi x lµ biÓu thøc cã d¹ng f(x) = ,2ax bx c+ +  

trong ®ã a, b, c lµ nh÷ng hÖ sè, a ≠ 0.  

1  

1) XÐt tam thøc bËc hai 2( ) 5 4f x x x= − + . TÝnh f(4), f(2), f(−1), f(0) vµ nhËn xÐt vÒ 

dÊu cña chóng. 

2) Quan s¸t ®å thÞ hµm sè 2 5 4y x x= − +  (h. 32a)) vµ chØ ra c¸c kho¶ng trªn ®ã 

®å thÞ ë phÝa trªn, phÝa d−íi trôc hoµnh. 
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3) Quan s ţ c¸c ®å thÞ trong h×nh 32 vµ rót ra mèi liªn hÖ vÒ dÊu cña gi̧  trÞ 2( )f x ax bx c= + +  

øng víi x tuú theo dÊu cña biÖt thøc 2 4b acΔ = − . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  a)          b)          c) 

  y = f(x) = x2 − 5x + 4      y = x2 − 4x + 4        y = x2 − 4x + 5 

H×nh 32 

2. DÊu cña tam thøc bËc hai 

Ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ vÒ dÊu tam thøc bËc hai sau ®©y 

§Þnh lÝ  

Cho f(x) = 2ax bx c+ +  (a ≠ 0), Δ = .2 4b ac−  

NÕu Δ < 0 th× f(x) lu«n cïng dÊu víi hÖ sè a, víi mäi x ∈ . 

NÕu Δ = 0 th× f(x) lu«n cïng dÊu víi hÖ sè a, trõ khi .
2

b
x

a

−
=  

NÕu Δ > 0 th× f(x) cïng dÊu víi hÖ sè a khi x < x1 hoÆc x > x2, tr¸i 

dÊu víi hÖ sè a khi x1 < x < x2 trong ®ã x1, x2 (x1 < x2) lµ hai 

nghiÖm cña f(x). 

Chó ý 

Trong ®Þnh lÝ trªn, cã thÓ thay biÖt thøc 2 4b acΔ = −  b»ng 

biÖt thøc thu gän ' ( ) .2b acΔ = −'  

x 

y

O x 2O

4 4

x O
1

2

y

1 4O

y

2O

4

y

O

5

1

2

5
2

9
4

−
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Minh ho¹ h×nh häc 

§Þnh lÝ vÒ dÊu cña tam thøc bËc hai cã minh ho¹ h×nh häc sau (h.33). 

 Δ < 0 Δ = 0 Δ > 0 

a > 0 

 

 

 

 

  

 Δ < 0 Δ = 0 Δ > 0 

a < 0 

 
 

 
 
 

  

H×nh 33 

3. ¸p dông 

VÝ dô 1 

a) XÐt dÊu tam thøc ( ) 2 3 5f x x x= − + − . 

b) LËp b¶ng xÐt dÊu tam thøc ( ) 22 5 2f x x x= − + . 

Gi¶i 

a) f(x) cã Δ = 11 0− < , hÖ sè 1 0a = − <  nªn f(x) < 0, víi mäi x. 

b) f(x) = 22 5 2x x− +  cã hai nghiÖm ph©n biÖt ,1
1

2
x =  2 2x = , hÖ 

sè a = 2 > 0. 

Ta cã b¶ng xÐt dÊu f(x) nh− sau 

x − ∞  
1

2
 2  + ∞ 

f(x)  + 0 − 0 +  

x O

y
y

O x 

y

O b
2a

x 

+

+

+ + +

_

+
+

+
+

+
+

x 

y

O

y

x 
O

x O

y
+

_
_

_
_

_
_

_
_

_
_

_

x1 x2

+

+

+
+

+
+ +

+

_
_

_ __

_

_

_

b
2a

x1 x2

__

++
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2 
XÐt dÊu c¸c tam thøc 

a) 2( ) 3 2 5f x x x= + −  ;                       b) 2( ) 9 24 16.g x x x= − +  

T−¬ng tù nh− tÝch, th−¬ng cña nh÷ng nhÞ thøc bËc nhÊt, ta cã thÓ xÐt dÊu 
tÝch, th−¬ng cña c¸c tam thøc bËc hai. 

VÝ dô 2. XÐt dÊu biÓu thøc 

.( )
2

2
2 1

4

x x
f x

x

− −
=

−
 

Gi¶i. XÐt dÊu c¸c tam thøc 22 1x x− −  vµ 2 4x −  råi lËp b¶ng xÐt dÊu f(x) 
ta ®−îc 

x −∞  −2  
1

2
−  1  2  +∞ 

22 1x x− −   +  + 0 − 0 +  +  

2 4x −   + 0 −  −  − 0 +  

f(x)  +  − 0 + 0 −  +  

II −  BÊt Ph−¬ng tr×nh bËc hai mét Èn 

1. BÊt ph−¬ng tr×nh bËc hai 

BÊt ph−¬ng tr×nh bËc hai Èn x lµ bÊt ph−¬ng tr×nh d¹ng 

ax2 + bx + c < 0 (hoÆc ax2 + bx + c ≤ 0, ax2 + bx + c > 0, 

ax2 + bx + c ≥ 0), trong ®ã a, b, c lµ nh÷ng sè thùc ®· cho, a ≠ 0. 

2. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh bËc hai 

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh bËc hai ax2 + bx + c < 0 thùc chÊt lµ t×m c¸c 

kho¶ng mµ trong ®ã f(x) = 2ax bx c+ +  cïng dÊu víi hÖ sè a (tr−êng hîp 
a < 0) hay tr¸i dÊu víi hÖ sè a (tr−êng hîp a > 0). 

3 
Trong c¸c kho¶ng nµo 

a) 2( ) 2 3 5f x x x= − + +  tr¸i dÊu víi hÖ sè cña x2 ? 

b) 2( ) 3 7 4g x x x= − + −  cïng dÊu víi hÖ sè cña x2 ? 
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VÝ dô 3. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau  

a) 23 2 5 0x x+ + >  ;       b) 22 3 5 0x x− + + >  ; 

c) 23 7 4 0x x− + − <  ;       d) .29 24 16 0x x− + ≥  

Gi¶i 

a) Tam thøc f(x) = 23 2 5x x+ +  cã Δ' = 1 − 3 . 5 < 0, hÖ sè a = 3 > 0 nªn 
f(x) lu«n d−¬ng (cïng dÊu víi a).  

Do ®ã tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh 3x2 + 2x + 5 > 0 lµ (− ∞ ; + ∞). 

b) Tam thøc ( ) 22 3 5f x x x= − + +  cã hai nghiÖm lµ 1 1x = −  ; ,2
5

2
x =  hÖ 

sè ,2 0a = − <  nªn f(x) lu«n d−¬ng víi mäi x thuéc kho¶ng ; 5
1

2
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

VËy bÊt ph−¬ng tr×nh −2x2 + 3x + 5 > 0 cã tËp nghiÖm lµ kho¶ng ; .5
1

2
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

c) Tam thøc f(x) = −3x2 + 7x − 4 cã hai nghiÖm lµ ;1 2
4

1
3

x x= = , hÖ sè  

a = ,3 0− <  nªn f(x) lu«n ©m víi mäi x thuéc kho¶ng (−∞ ; 1) hoÆc ; .4

3
⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

VËy tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh −3x2 + 7x − 4 < 0 lµ 

( ; ) ; .4
1

3
⎛ ⎞−∞ ∪ + ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

d) Tam thøc ( ) 29 24 16f x x x= − +  cã hÖ sè a = 9, Δ' = . ,212 9 16 0− =  

f(x) cã nghiÖm kÐp 
4

3
x =  nªn ( ) 0f x >  víi mäi 

4

3
x ≠  vµ f(x) = 0 víi x = 

4

3
.  

VËy bÊt ph−¬ng tr×nh 9x2 − 24x + 16 ≥ 0 nghiÖm ®óng víi mäi x. 

VÝ dô 4. T×m c¸c gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó ph−¬ng tr×nh sau cã hai nghiÖm 
tr¸i dÊu 

( )2 2 22 1 2 3 5 0x m m x m m− − + + − − = . 
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Gi¶i. Ph−¬ng tr×nh bËc hai sÏ cã hai nghiÖm tr¸i dÊu khi vµ chØ khi c¸c hÖ 
sè a vµ c tr¸i dÊu, tøc lµ m ph¶i tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  

( )22 2 3 5 0m m− − <  ⇔ 2m2 − 3m − 5 < 0. 

V× tam thøc f(m) = 2m2 − 3m − 5 cã hai nghiÖm lµ m1 = −1, m2 = 
5

2
 vµ hÖ 

sè cña 2m  d−¬ng nªn  

2m2 − 3m − 5 < 0 ⇔ .5
1

2
m− < <  

KÕt luËn. Ph−¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm tr¸i dÊu khi vµ chØ khi 

.5
1

2
m− < <  

Bµi tËp 

1.  XÐt dÊu c¸c tam thøc bËc hai 

a) 5x2 − 3x + 1 ;         b) −2x2 + 3x + 5 ; 

c) x2 + 12x + 36 ;         d) (2x − 3)(x + 5). 

2.  LËp b¶ng xÐt dÊu c¸c biÓu thøc sau 

a) f(x) = (3x2 − 10x + 3)(4x − 5) ; 

b) f(x) = ( )( )2 23 4 2 1x x x x− − −  ; 

c) f(x) = ( )( )( )2 24 1 8 3 2 9x x x x− − + − +  ; 

d) f(x) =  ( )( ) .
2 2

2
3 3

4 3

x x x

x x

− −

+ −
 

3.  Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau 

a) 4x2 − x + 1 < 0 ;        b) −3x2 + x + 4 ≥ 0 ; 

c) 
2 2

1 3

4 3 4x x x
<

− + −
 ;      d) x2 − x − 6 ≤ 0. 

4.  T×m c¸c gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó c¸c ph−¬ng tr×nh sau v« nghiÖm 

a) ( ) ( )22 2 2 3 5 6 0m x m x m− + − + − = ; 

b) ( ) ( )23 2 3 2 0m x m x m− − + + + = . 
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¤n tËp ch−¬ n g  I V  

1.  Sö dông dÊu bÊt ®¼ng thøc ®Ó viÕt c¸c mÖnh ®Ò sau 

a) x lµ sè d−¬ng ; 

b) y lµ sè kh«ng ©m ; 

c) Víi mäi sè thùc α, α  lµ sè kh«ng ©m ; 

d) Trung b×nh céng cña hai sè d−¬ng a vµ b kh«ng nhá h¬n trung b×nh 
nh©n cña chóng. 

2.  Cã thÓ rót ra kÕt luËn g× vÒ dÊu cña hai sè a vµ b nÕu biÕt 

a) ab > 0 ;           b) 0
a

b
>  ; 

c) ab < 0 ;           d) 0
a

b
< ? 

3.  Trong c¸c suy luËn sau, suy luËn nµo ®óng ? 

(A)   
1

1

x

y

<⎧
⎨ <⎩

 ⇒ xy < 1 ;      (B) 
1

1

x

y

<⎧
⎨ <⎩

 ⇒ 
x

y
 < 1 ; 

(C)   
0 1

1

x

y

< <⎧
⎨ <⎩

 ⇒ xy < 1 ;     (D) 
1

1

x

y

<⎧
⎨ <⎩

 ⇒ x − y < 0. 

4.  Khi c©n mét vËt víi ®é chÝnh x¸c ®Õn 0,05kg, ng−êi ta cho biÕt kÕt qu¶ lµ 
26,4kg. H·y chØ ra khèi l−îng thùc cña vËt ®ã n»m trong kho¶ng nµo. 

5.  Trªn cïng mét mÆt ph¼ng to¹ ®é, h·y vÏ ®å thÞ hai hµm sè y = f(x) = x + 1 

vµ y = g(x) = 3 − x vµ chØ ra c¸c gi¸ trÞ nµo cña x tho¶ m·n : 

a) f(x) = g(x) ; 

b) f(x) > g(x) ; 

c) f(x) < g(x). 

KiÓm tra l¹i kÕt qu¶ b»ng c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh, bÊt ph−¬ng tr×nh. 

6.  Cho a, b, c lµ c¸c sè d−¬ng. Chøng minh r»ng 

.6
a b b c c a

c a b

+ + +
+ + ≥  
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7.  §iÒu kiÖn cña mét bÊt ph−¬ng tr×nh lµ g× ? ThÕ nµo lµ hai bÊt ph−¬ng tr×nh 
t−¬ng ®−¬ng. 

8.  Nªu quy t¾c biÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ax + by ≤ c. 

9.  Ph¸t biÓu ®Þnh lÝ vÒ dÊu cña tam thøc bËc hai. 

10.  Cho a > 0, b > 0. Chøng minh r»ng 

.a b
a b

b a
+ ≥ +  

11.  a) B»ng c¸ch sö dông h»ng ®¼ng thøc ( )( )2 2a b a b a b− = − +  h·y xÐt dÊu 

( ) 4 2 6 9f x x x x= − + −  

vµ          .( ) 2
2

4
2

2
g x x x

x x
= − −

−
 

b) H·y t×m nghiÖm nguyªn cña bÊt ph−¬ng tr×nh sau 

( )3 6 9x x x− + > . 

12.  Cho a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c. Sö dông ®Þnh lÝ vÒ dÊu cña 
tam thøc bËc hai, chøng minh r»ng 

( )2 2 2 2 2 2 0b x b c a x c− + − + > ,  ∀x. 

13.  BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

.

3 9

3

2 8

6

x y

x y

y x

y

+ ≥⎧
⎪ ≥ −⎪
⎨ ≥ −⎪
⎪ ≤⎩

 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

Chän ph−¬ng ¸n ®óng trong c¸c bµi tËp sau 

14.  Sè −2 thuéc tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh  

(A)   2x + 1 > 1 − x ;       (B) (2x + 1)(1 − x) < 2x  ; 

(C)   
1

1 x−
 + 2 ≤ 0 ;       (D) (2 − x)(x + 2)2 < 0. 
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15.  BÊt ph−¬ng tr×nh (x + 1) x  ≤ 0 t−¬ng ®−¬ng víi bÊt ph−¬ng tr×nh  

(A)    ( )21x x + ≤ 0 ;       (B) ( )1x x+  < 0 ; 

(C)   ( )21x x+ ≤ 0 ;       (D) ( )21x x+ < 0. 

16.  BÊt ph−¬ng tr×nh ( )2 2 1 1 0mx m x m+ − + + <  cã nghiÖm khi 

(A)   m = 1 ;          (B)  m = 3 ; 

(C)   m = 0 ;          (D)  m = 0,25. 

17.  HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh sau v« nghiÖm  

(A)   
;

2 2 0

2 1 3 2

x x

x x

⎧⎪ − ≤
⎨

+ < +⎪⎩
      (B) 

;

2 4 0

1 1

2 1

x

x x

⎧ − >⎪
⎨

<⎪
⎩ + +

  

(C)   
;

2

2

5 2 0

8 1 0

x x

x x

⎧ − + <⎪
⎨

+ + ≤⎪⎩
       (D) 

.
1 2

2 1 3

x

x

⎧ − ≤
⎨

+ ≤⎩
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

Thèng kª lµ khoa häc nghiªn cøu c¸c ph−¬ng ph¸p 
thu thËp, ph©n tÝch vµ xö lÝ c¸c sè liÖu nh»m ph¸t hiÖn c¸c    

      quy luËt thèng kª trong tù nhiªn vµ x· héi. Ch−¬ng nµy 
gióp häc sinh n¾m v÷ng mét sè ph−¬ng ph¸p tr×nh bµy sè liÖu 

(b»ng b¶ng, biÓu ®å) vµ thu gän sè liÖu nhê c¸c sè ®Æc tr−ng. 
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B ¶ n g  p h © n  b è  t Ç n  s è  
vμ  t Ç n  s u Ê t   

 
 

I −  ¤n tËp 

1.  Sè liÖu thèng kª 

Khi thùc hiÖn ®iÒu tra thèng kª (theo môc ®Ých ®· ®Þnh tr−íc), cÇn x¸c 
®Þnh tËp hîp c¸c ®¬n vÞ ®iÒu tra, dÊu hiÖu ®iÒu tra vµ thu thËp c¸c sè liÖu. 

VÝ dô 1. 

Khi ®iÒu tra "N¨ng suÊt lóa hÌ thu n¨m 1998" cña 31 tØnh, ng−êi ta thu thËp 
®−îc c¸c sè liÖu ghi trong b¶ng d−íi ®©y 

N¨ng suÊt lóa hÌ thu (t¹/ha) n¨m 1998 cña 31 tØnh  

30 30 25 25 35 45 40 40 35 45  
25 45 30 30 30 40 30 25 45 45  
35 35 30 40 40 40 35 35 35 35 35 

B¶ng 1 

TËp hîp c¸c ®¬n vÞ ®iÒu tra lµ tËp hîp 31 tØnh, mçi mét tØnh lµ mét ®¬n vÞ 
®iÒu tra. DÊu hiÖu ®iÒu tra lµ n¨ng suÊt lóa hÌ thu n¨m 1998 ë mçi tØnh. 
C¸c sè liÖu trong b¶ng 1 gäi lµ c¸c sè liÖu thèng kª, cßn gäi lµ c¸c gi¸ trÞ 
cña dÊu hiÖu. 

2.  TÇn sè 

Trong 31 sè liÖu thèng kª ë trªn, ta thÊy cã 5 gi¸ trÞ kh¸c nhau lµ  

x1 = 25 ; x2 = 30 ; x3 = 35 ; x4 = 40 ; x5 = 45. 

Gi¸ trÞ x1 = 25 xuÊt hiÖn 4 lÇn, ta gäi n1 = 4 lµ tÇn sè cña gi¸ trÞ x1. 

T−¬ng tù, n2 = 7 ; n3 = 9 ; n4 = 6 ; n5 = 5 lÇn l−ît lµ tÇn sè cña c¸c gi¸ trÞ 

x2 ; x3 ; x4 ; x5. 
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II −  TÇn suÊt 

Trong 31 sè liÖu thèng kª ë trªn, gi¸ trÞ x1 cã tÇn sè lµ 4, do ®ã chiÕm tØ lÖ 

lµ 
4

12,9%.
31

≈  

TØ sè 
4

31
 hay 12,9% ®−îc gäi lµ tÇn suÊt cña gi¸ trÞ x1. 

T−¬ng tù, c¸c gi¸ trÞ x2 ; x3 ; x4 ; x5 lÇn l−ît cã tÇn suÊt lµ 

7
22,6%

31
≈ ; 

9
29,0%

31
≈  ;

6
19,4%

31
≈ ; 

5
16,1%.

31
≈  

Dùa vµo c¸c kÕt qu¶ ®· thu ®−îc, ta lËp b¶ng sau 

N¨ng suÊt lóa hÌ thu n¨m 1998 cña 31 tØnh  

N¨ng suÊt lóa 
(t¹/ha) TÇn sè TÇn suÊt (%) 

25 4 12,9 
30 7 22,6 
35 9 29,0 
40 6 19,4 
45 5 16,1 

Céng 31 100 (%) 
B¶ng 2 

B¶ng 2 ph¶n ¸nh t×nh h×nh n¨ng suÊt lóa cña 31 tØnh, ®−îc gäi lµ b¶ng 
ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt. 

NÕu trong b¶ng 2, bá cét tÇn sè ta ®−îc b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ; bá cét tÇn 
suÊt ta ®−îc b¶ng ph©n bè tÇn sè. 

III −  B¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp 

VÝ dô 2. §Ó chuÈn bÞ may ®ång phôc cho häc sinh, ng−êi ta ®o chiÒu cao 
cña 36 häc sinh trong mét líp häc vµ thu ®−îc c¸c sè liÖu thèng kª ghi 
trong b¶ng sau 

ChiÒu cao cña 36 häc sinh (®¬n vÞ : cm) 

158 152 156 158 168 160 170 166 161 160 172 173 
150 167 165 163 158 162 169 159 163 164 161 160 
164 159 163 155 163 165 154 161 164 151 164 152 

B¶ng 3 
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§Ó x¸c ®Þnh hîp lÝ sè l−îng quÇn ¸o cÇn may cho mçi "kÝch cì" ta ph©n 
líp c¸c sè liÖu trªn nh− sau   

Líp 1 gåm nh÷ng sè ®o chiÒu cao tõ 150 cm ®Õn d−íi 156 cm, kÝ hiÖu lµ 
[150 ; 156) ; 

Líp 2 gåm nh÷ng sè ®o chiÒu cao tõ 156 cm ®Õn d−íi 162 cm, kÝ hiÖu lµ 
[156 ; 162) ; 

Líp 3 gåm nh÷ng sè ®o chiÒu cao tõ 162 cm ®Õn d−íi 168 cm, kÝ hiÖu lµ 
[162 ; 168) ;  

Líp 4 gåm nh÷ng sè ®o chiÒu cao tõ 168 cm ®Õn 174 cm, kÝ hiÖu lµ 
[168 ; 174]. 

Ta thÊy cã 6 sè liÖu thuéc vµo líp 1, ta gäi 1 6n =  lµ tÇn sè cña líp 1. 

Còng vËy, ta gäi 2 12n =  lµ tÇn sè cña líp 2, 3 13n =  lµ tÇn sè cña líp 3, 

4 5n =  lµ tÇn sè cña líp 4. 

C¸c tØ sè  

     1
6

16,7%
36

f = ≈  ; 2
12

33,3%
36

f = ≈  ;  

     3
13

36,1%
36

f = ≈  ; 4
5

13,9%
36

f = ≈  

®−îc gäi lµ tÇn suÊt cña c¸c líp t−¬ng øng. 

C¸c kÕt qu¶ trªn ®−îc tr×nh bµy gän trong b¶ng d−íi ®©y 

ChiÒu cao cña 36 häc sinh 

Líp sè ®o chiÒu cao 
(cm) TÇn sè TÇn suÊt (%) 

[150 ; 156) 6 16,7 

[156 ; 162) 12 33,3 

[162 ; 168) 13 36,1 

[168 ; 174] 5 13,9 

Céng 36 100 (%) 

B¶ng 4 
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B¶ng 4 ®−îc gäi lµ b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp. 
NÕu trong b¶ng 4 bá cét tÇn sè th× sÏ cã b¶ng ph©n bè tÇn 
suÊt ghÐp líp, bá cét tÇn suÊt th× sÏ cã b¶ng ph©n bè tÇn sè 
ghÐp líp. 

B¶ng 4 ë trªn cho ta c¬ së ®Ó x¸c ®Þnh sè l−îng quÇn ¸o cÇn may cña mçi 
cì (t−¬ng øng víi mçi líp). Ch¼ng h¹n, v× sè häc sinh cã chiÒu cao thuéc 
líp thø nhÊt chiÕm 16,7% tæng sè häc sinh, nªn sè quÇn ¸o cÇn may thuéc 
cì t−¬ng øng víi líp ®ã chiÕm 16,7% sè l−îng quÇn ¸o cÇn may. Ta còng 
cã kÕt luËn t−¬ng tù ®èi víi c¸c líp kh¸c. 

NÕu líp häc kÓ trªn ®¹i diÖn ®−îc cho toµn tr−êng th× cã thÓ ¸p dông kÕt 
qu¶ ®ã ®Ó may quÇn ¸o cho häc sinh c¶ tr−êng. 

Cho c¸c sè liÖu thèng kª ghi trong b¶ng sau   

TiÒn l·i (ngh×n ®ång) cña mçi ngµy trong 30 ngµy  
®−îc kh¶o s¸t ë mét quÇy b¸n b¸o 

81 37 74 65 31 63 58 82 67 77 63 46 30 53 73 

51 44 52 92 93 53 85 77 47 42 57 57 85 55 64 

B¶ng 5 
H·y lËp b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp víi c¸c líp nh− sau 

[29,5 ; 40,5), [40,5 ; 51,5), [51,5 ; 62,5), [62,5 ; 73,5), [73,5 ; 84,5), [84,5 ; 95,5]. 

Bµi tËp 

1.  Cho c¸c sè liÖu thèng kª ghi trong b¶ng sau 

Tuæi thä cña 30 bãng ®Ìn ®iÖn ®−îc th¾p thö (®¬n vÞ : giê) 

1180 1150 1190 1170 1180 1170 

1160 1170 1160 1150 1190 1180 

1170 1170 1170 1190 1170 1170 

1170 1180 1170 1160 1160 1160 

1170 1160 1180 1180 1150 1170 

a) LËp b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ b¶ng ph©n bè tÇn suÊt. 
b) Dùa vµo kÕt qu¶ cña c©u a), h·y ®−a ra nhËn xÐt vÒ tuæi thä cña c¸c 
bãng ®Ìn nãi trªn. 
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2.  Cho b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp sau  

§é dµi cña 60 l¸ d−¬ng xØ tr−ëng thµnh 

Líp cña ®é dµi (cm) TÇn sè 

 [10 ; 20) 8 

 [20 ; 30) 18 

 [30 ; 40) 24 

[40 ; 50] 10 

 

 

 

 

 

 

Céng 60  

 

Bôi d−¬ng xØ 

a) LËp b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp. 

b) Dùa vµo kÕt qu¶ cña c©u a), h·y nªu râ trong 60 l¸ d−¬ng xØ ®−îc kh¶o s¸t : 

Sè l¸ cã ®é dµi d−íi 30 cm chiÕm bao nhiªu phÇn tr¨m ? 

Sè l¸ cã ®é dµi tõ 30 cm ®Õn 50 cm chiÕm bao nhiªu phÇn tr¨m ? 

3.  Cho c¸c sè liÖu thèng kª ghi trong b¶ng sau  

Khèi l−îng cña 30 cñ khoai t©y thu ho¹ch ®−îc ë n«ng tr−êng T (®¬n vÞ : g). 

90 73 88 99 100 102 111 96 79 93 

81 94 96 93 95 82 90 106 103 116 

109 108 112 87 74 91 84 97 85 92 

LËp b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp, víi c¸c líp sau  

   [70 ; 80) ;  [80 ; 90) ;   [90 ; 100) ;   [100 ; 110) ; [110 ; 120].  

4.  Cho c¸c sè liÖu thèng kª ghi trong b¶ng sau  

ChiÒu cao cña 35 c©y b¹ch ®µn (®¬n vÞ : m) 

6,6 7,5 8,2 8,2 7,8 7,9 9,0 8,9 8,2 
7,2 7,5 8,3 7,4 8,7 7,7 7,0 9,4 8,7 
8,0 7,7 7,8 8,3 8,6 8,1 8,1 9,5 6,9 
8,0 7,6 7,9 7,3 8,5 8,4 8,0 8,8  
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a) LËp b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp, víi c¸c líp sau 

[6,5 ; 7,0) ; [7,0 ; 7,5) ; [7,5 ; 8,0) ; [8,0 ; 8,5) ; [8,5 ; 9,0) ; [9,0 ; 9,5]. 

b) Dùa vµo kÕt qu¶ cña c©u a), h·y nªu nhËn xÐt vÒ chiÒu cao cña 35 c©y 
b¹ch ®µn nãi trªn. 

 
 
 

 

B i Ó u  ® å  

 

 
I − BiÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét vµ ®−êng gÊp khóc tÇn suÊt 

Ta cã thÓ m« t¶ mét c¸ch trùc quan c¸c b¶ng ph©n bè tÇn suÊt (hoÆc tÇn 
sè), b¶ng ph©n bè tÇn suÊt (hoÆc tÇn sè) ghÐp líp b»ng biÓu ®å hoÆc ®−êng 
gÊp khóc. 

1. BiÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét 

VÝ dô 1. §Ó m« t¶ b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp (b¶ng 4) trong §1, cã thÓ 
vÏ biÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét sau (h.34). 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
H×nh 34. BiÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét vÒ chiÒu cao (cm) cña 36 häc sinh. 
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2. §−êng gÊp khóc tÇn suÊt 

B¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp kÓ trªn (b¶ng 4) còng cã thÓ ®−îc m« t¶ 
b»ng mét ®−êng gÊp khóc, vÏ nh− sau. 

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm ( ; )i ic f , i = 1, 2, 3, 4, trong ®ã ic  lµ 

trung b×nh céng hai mót cña líp i (ta gäi ic  lµ gi¸ trÞ ®¹i diÖn cña líp i). 

VÏ c¸c ®o¹n th¼ng nèi ®iÓm ( ; )i ic f  víi ®iÓm ( ; )1 1i ic f+ + , i = 1, 2, 3, ta 

thu ®−îc mét ®−êng gÊp khóc, gäi lµ ®−êng gÊp khóc tÇn suÊt (h.35). 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

H×nh 35. §−êng gÊp khóc tÇn suÊt vÒ chiÒu cao (cm) cña 36 häc sinh. 

1  
Cho b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp sau  

NhiÖt ®é trung b×nh cña th¸ng 12 t¹i thµnh phè Vinh tõ 1961 ®Õn 1990 (30 n¨m). 

Líp nhiÖt ®é (
o
C) TÇn suÊt (%) 

[15 ; 17) 16,7 

[17 ; 19) 43,3 

[19 ; 21) 36,7 

[21 ; 23] 3,3 

Céng 100 (%) 

B¶ng 6 
H·y m« t¶ b¶ng 6 b»ng c¸ch vÏ biÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét vµ ®−êng gÊp khóc 
tÇn suÊt. 

150 153 165156 162 168 159 171 174 O 1
(c )1 (c )2 (c )3 (c )4

36,1
33,3

20
16,7
13,9

...
ChiÒu cao

TÇn suÊt
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3.  Chó ý 

Ta còng cã thÓ m« t¶ b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp b»ng biÓu ®å tÇn sè 
h×nh cét hoÆc ®−êng gÊp khóc tÇn sè. C¸ch vÏ còng nh− c¸ch vÏ biÓu ®å 
tÇn suÊt h×nh cét hoÆc ®−êng gÊp khóc tÇn suÊt, trong ®ã thay trôc tÇn suÊt 
bëi trôc tÇn sè. 

II −  BiÓu ®å h×nh qu¹t 

Ng−êi ta cßn dïng biÓu ®å h×nh qu¹t ®Ó m« t¶ b¶ng c¬ cÊu trong vÝ dô d−íi ®©y 

VÝ dô 2. Cho b¶ng 7 

C¬ cÊu gi¸ trÞ s¶n xuÊt c«ng nghiÖp trong n−íc n¨m 1997, 
ph©n theo thµnh phÇn kinh tÕ. 

C¸c thµnh phÇn kinh tÕ Sè phÇn tr¨m 

(1) Khu vùc doanh nghiÖp nhµ n−íc 

(2) Khu vùc ngoµi quèc doanh 

(3) Khu vùc ®Çu t− n−íc ngoµi 

23,7 

47,3 

29,0 

Céng 100 (%) 

B¶ng 7 
H×nh 36a d−íi ®©y lµ biÓu ®å h×nh qu¹t m« t¶ b¶ng 7.  

 
               
 

 
 
 
 
 
 

 

a)              b) 

H×nh 36 

Chó ý 

C¸c b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp còng cã thÓ m« t¶ b»ng biÓu 
®å h×nh qu¹t, ch¼ng h¹n h×nh 36b m« t¶ b¶ng 6. 

36,7

43,3

16,7

3,3
[19 ; 21)

[17 ; 19)

[15 ; 17)

[21 ; 23]

(2)
47,3

(3)
29,0

(1)
23,7
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2  
Dùa vµo biÓu ®å h×nh qu¹t cho ë h×nh 37 d−íi ®©y, h·y lËp b¶ng c¬ cÊu nh− trong 
vÝ dô 2. 

             

 
             (1) Khu vùc doanh nghiÖp nhµ n−íc 

             (2) Khu vùc ngoµi quèc doanh 

             (3) Khu vùc ®Çu t− n−íc ngoµi 

 

 
 

H×nh 37. BiÓu ®å h×nh qu¹t vÒ c¬ cÊu gi¸ trÞ s¶n xuÊt c«ng nghiÖp trong n−íc n¨m 1999, 
ph©n theo thµnh phÇn kinh tÕ (%). 

Bµi tËp 

1.  H·y m« t¶ b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp ®· ®−îc lËp ë bµi tËp sè 2 cña 
§1 b»ng c¸ch vÏ biÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét vµ ®−êng gÊp khóc tÇn suÊt. 

2. XÐt b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp ®· ®−îc lËp ë bµi tËp sè 3 cña §1.  

a) H·y vÏ biÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét, ®−êng gÊp khóc tÇn suÊt. 

b) H·y vÏ biÓu ®å tÇn sè h×nh cét, ®−êng gÊp khóc tÇn sè. 

c) Dùa vµo biÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét ®· vÏ ë c©u a), h·y nªu nhËn xÐt vÒ 
khèi l−îng cña 30 cñ khoai t©y ®−îc kh¶o s¸t. 

3.  Dùa vµo biÓu ®å h×nh qu¹t d−íi ®©y (h.38), h·y lËp b¶ng c¬ cÊu nh− trong 
vÝ dô 2. 

 

 
                                                                (1) Khu vùc doanh nghiÖp nhµ n−íc 

(2) Khu vùc ngoµi quèc doanh 

(3) Khu vùc ®Çu t− n−íc ngoµi 

 
 
 

H×nh 38. BiÓu ®å h×nh qu¹t vÒ c¬ cÊu gi¸ trÞ s¶n xuÊt c«ng nghiÖp trong n−íc n¨m 2000, 
ph©n theo thµnh phÇn kinh tÕ (%). 

(2)
39,9

(3)
38,1

(1)
22,0

(1)
23,5

(2)
32,2

(3)
44,3
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S è  t r u n g  b × n h  c é n g .   
s è  t r u n g  v Þ .  m è t   

 

 

§Ó thu ®−îc c¸c th«ng tin quan träng tõ c¸c sè liÖu thèng kª, ng−êi ta sö dông 
nh÷ng sè ®Æc tr−ng nh− sè trung b×nh céng, sè trung vÞ, mèt, ph−¬ng sai, 
®é lÖch chuÈn. C¸c sè ®Æc tr−ng nµy ph¶n ¸nh nh÷ng khÝa c¹nh kh¸c nhau 
cña dÊu hiÖu ®iÒu tra. 

I −  Sè trung b×nh céng (hay sè trung b×nh) 

VÝ dô 1 

a) ¸p dông c«ng thøc tÝnh sè trung b×nh céng ®· häc ë líp 7, ta tÝnh ®−îc 
chiÒu cao trung b×nh x  cña 36 häc sinh trong kÕt qu¶ ®iÒu tra ®−îc tr×nh 
bµy ë b¶ng 3 cña §1 lµ x  ≈ 161cm. 

b) Sö dông b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp, ta tÝnh gÇn ®óng 
chiÒu cao trung b×nh x  cña 36 häc sinh trong kÕt qu¶ ®iÒu tra ®−îc tr×nh 
bµy ë b¶ng 4 cña §1 theo hai c¸ch sau 

C¸ch 1. Sö dông b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp 

Nh©n gi¸ trÞ ®¹i diÖn cña mçi líp víi tÇn sè cña líp ®ã, céng c¸c kÕt qu¶ 
l¹i råi chia cho 36, ta ®−îc 

6 153 12 159 13 165 5 171

36

× + × + × + ×
≈ 162 (cm). 

KÕt qu¶ nµy cã nghÜa lµ chiÒu cao trung b×nh cña 36 häc sinh kÓ trªn lµ 

x  ≈ 162 cm. 

Ta còng nãi 162 cm lµ sè trung b×nh céng cña b¶ng 4. 

C¸ch 2. Sö dông b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp 

Nh©n gi¸ trÞ ®¹i diÖn cña mçi líp víi tÇn suÊt cña líp ®ã råi céng c¸c kÕt 
qu¶ l¹i ta còng ®−îc 

, , , , ( ).≈ × + × + × + × ≈
16 7 33 3 36 1 13 9

153 159 165 171 162 cm
100 100 100 100

x  
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VËy ta cã thÓ tÝnh sè trung b×nh céng cña c¸c sè liÖu thèng kª 
theo c¸c c«ng thøc sau ®©y. 
Tr−êng hîp b¶ng ph©n bè tÇn sè, tÇn suÊt 

( ... ) ...1 1 2 2 1 1 2 2
1

k k k kx n x n x n x f x f x f x
n

= + + + = + + +  

trong ®ã ni, fi lÇn l−ît lµ tÇn sè, tÇn suÊt cña gi¸ trÞ xi, n lµ sè 

c¸c sè liÖu thèng kª (n1 + n2 + ... + nk = n). 

Tr−êng hîp b¶ng ph©n bè tÇn sè, tÇn suÊt ghÐp líp 

( ... ) ...1 1 2 2 1 1 2 2
1

k k k kx n c n c n c f c f c f c
n

= + + + = + + +  

trong ®ã ci, ni, fi lÇn l−ît lµ gi¸ trÞ ®¹i diÖn, tÇn sè, tÇn suÊt cña 

líp thø i, n lµ sè c¸c sè liÖu thèng kª (n1 + n2 + ...+ nk = n). 

1  
Cho b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp sau 

NhiÖt ®é trung b×nh cña th¸ng 2 t¹i thµnh phè Vinh 
tõ 1961 ®Õn hÕt 1990 (30 n¨m). 

Líp nhiÖt ®é (oC) TÇn sè TÇn suÊt (%) 

[12 ; 14) 1 3,33 

[14 ; 16) 3 10,00 

[16 ; 18) 12 40,00 

[18 ; 20) 9 30,00 

[20 ; 22] 5 16,67 

Céng 30 100% 

B¶ng 8 
a) H·y tÝnh sè trung b×nh céng cña b¶ng 6 vµ b¶ng 8. 

b) Tõ kÕt qu¶ ®· tÝnh ®−îc ë c©u a), cã nhËn xÐt g× vÒ nhiÖt ®é ë thµnh phè Vinh 
trong th¸ng 2 vµ th¸ng 12 (cña 30 n¨m ®−îc kh¶o s¸t). 

II −  Sè trung vÞ 

VÝ dô 2. §iÓm thi To¸n cuèi n¨m cña mét nhãm 9 häc sinh líp 6 lµ 

1 ; 1 ; 3 ; 6 ; 7 ; 8 ; 8 ; 9 ; 10. 

§iÓm trung b×nh cña c¶ nhãm lµ , .5 9x ≈  
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Ta thÊy hÇu hÕt häc sinh (6 em) trong nhãm cã sè ®iÓm v−ît ®iÓm trung 
b×nh vµ cã nh÷ng ®iÓm v−ît rÊt xa. Nh− vËy, ®iÓm trung b×nh x  kh«ng ®¹i 
diÖn ®−îc cho tr×nh ®é häc lùc cña c¸c em trong nhãm. 

Khi c¸c sè liÖu thèng kª cã sù chªnh lÖch lín th× sè trung b×nh céng kh«ng 
®¹i diÖn ®−îc cho c¸c sè liÖu ®ã. Khi ®ã ta chän sè ®Æc tr−ng kh¸c ®¹i diÖn 
thÝch hîp h¬n, ®ã lµ sè trung vÞ. 

S¾p thø tù c¸c sè liÖu thèng kª thµnh d·y kh«ng gi¶m (hoÆc 
kh«ng t¨ng). Sè trung vÞ (cña c¸c sè liÖu thèng kª ®· cho) kÝ 

hiÖu Me lµ sè ®øng gi÷a d·y nÕu sè phÇn tö lµ lÎ vµ lµ trung b×nh 
céng cña hai sè ®øng gi÷a d·y nÕu sè phÇn tö lµ ch½n.  

Trong vÝ dô 2 ta cã Me = 7. 

VÝ dô 3. §iÓm thi To¸n cña bèn häc sinh líp 6 ®−îc xÕp thµnh d·y kh«ng 

gi¶m lµ 1 ; 2,5 ; 8  ; 9,5. 

Trong d·y nµy cã hai sè ®øng gi÷a lµ 2,5 vµ 8.  

Khi ®ã, ta chän sè trung vÞ lµ trung b×nh céng cña hai sè nµy  

,2 5 8

2eM
+

= =  5,25. 

2  
Trong b¶ng ph©n bè tÇn sè, c¸c sè liÖu thèng kª ®· ®−îc s¾p thø tù thµnh d·y 
kh«ng gi¶m theo c¸c gi¸ trÞ cña chóng. 
H·y t×m sè trung vÞ cña c¸c sè liÖu thèng kª cho ë b¶ng 9. 

Sè ¸o b¸n ®−îc trong mét quý ë mét cöa hµng b¸n ¸o s¬ mi nam 

Cì ¸o 36 37 38 39 40 41 42 Céng 

TÇn sè 
(sè ¸o b¸n ®−îc)

13 45 126 110 126 40 5 465 

B¶ng 9 

III −  Mèt 

ë líp 7 ta ®· biÕt   

Mèt cña mét b¶ng ph©n bè tÇn sè lµ gi¸ trÞ cã tÇn sè lín nhÊt 

vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ MO.  

NÕu trong b¶ng ph©n bè tÇn sè cã hai gi¸ trÞ cã tÇn sè b»ng nhau vµ lín h¬n 
tÇn sè cña c¸c gi¸ trÞ kh¸c th× chän mèt lµ gi¸ trÞ nµo ? Ta xÐt b¶ng 9 ë trªn. 
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Trong b¶ng 9, cã hai gi¸ trÞ lµ 38 vµ 40 cïng cã tÇn sè lín nhÊt lµ 126, 
trong tr−êng hîp nµy ta coi r»ng cã hai mèt lµ 

( ) ,1 38OM =     ( ) .2 40OM =  

KÕt qu¶ võa thu ®−îc cho thÊy r»ng trong kinh doanh, cöa hµng nªn −u tiªn 
nhËp hai cì ¸o sè 38 vµ sè 40 nhiÒu h¬n. 

Bµi tËp 

1.  TÝnh sè trung b×nh céng cña c¸c b¶ng ph©n bè ®· ®−îc lËp ë bµi tËp sè 1 vµ 
bµi tËp sè 2 cña §1. 

2.  Trong mét tr−êng THPT, ®Ó t×m hiÓu t×nh h×nh häc m«n To¸n cña hai líp 
10A vµ 10B, ng−êi ta cho hai líp thi To¸n theo cïng mét ®Ò thi vµ lËp ®−îc 
hai b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp sau ®©y  

§iÓm thi To¸n cña líp 10A 

Líp ®iÓm thi TÇn sè 

[0 ; 2) 

 [2 ; 4) 

 [4 ; 6) 

 [6 ; 8) 

   [8 ; 10] 

2 

4 

12 

28 

4 

Céng 50 

§iÓm thi To¸n cña líp 10B 

Líp ®iÓm thi TÇn sè 

[0 ; 2) 

[2 ; 4) 

[4 ; 6) 

[6 ; 8) 

[8 ; 10] 

4 

10 

18 

14 

5 

Céng 51 

TÝnh c¸c sè trung b×nh céng cña hai b¶ng ph©n bè ë trªn vµ nªu nhËn xÐt 
vÒ kÕt qu¶ lµm bµi thi cña hai líp. 
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3.  §iÒu tra tiÒn l−¬ng hµng th¸ng cña 30 c«ng nh©n cña mét x−ëng may, ta cã 
b¶ng ph©n bè tÇn sè sau 

TiÒn l−¬ng cña 30 c«ng nh©n x−ëng may 

TiÒn l−¬ng (ngh×n ®ång) 300 500 700 800 900 1000 Céng 

TÇn sè 3 5 6 5 6 5 30 

T×m mèt cña b¶ng ph©n bè trªn. Nªu ý nghÜa cña kÕt qu¶ ®· t×m ®−îc. 

4.  TiÒn l−¬ng hµng th¸ng cña 7 nh©n viªn trong mét c«ng ti du lÞch lµ : 650, 
840, 690, 720, 2500, 670, 3000 (®¬n vÞ : ngh×n ®ång). 

 T×m sè trung vÞ cña c¸c sè liÖu thèng kª ®· cho. Nªu ý nghÜa cña kÕt qu¶ 
®· t×m ®−îc. 

5.  Cho biÕt t×nh h×nh thu ho¹ch lóa vô mïa n¨m 1980 cña ba hîp t¸c x· ë ®Þa 
ph−¬ng V nh− sau 

Hîp t¸c x· N¨ng suÊt lóa (t¹/ha) DiÖn tÝch trång lóa (ha) 

A 

B 

C 

40 

38 

36 

150 

130 

120 

H·y tÝnh n¨ng suÊt lóa trung b×nh cña vô mïa n¨m 1980 trong toµn bé ba 
hîp t¸c x· kÓ trªn. 

 

Ph−¬ng sai  vμ  ®é lÖch chuÈn 

 
 
I  −  Ph−¬ng sai 

VÝ dô 1. Cho biÕt gi¸ trÞ thµnh phÈm quy ra tiÒn (ngh×n ®ång) trong mét 
tuÇn lao ®éng cña 7 c«ng nh©n ë tæ 1 lµ  

       180,  190,  190,  200,  210,  210,  220,     (1) 

cßn cña 7 c«ng nh©n ë tæ 2 lµ  

       150,  170,  170,  200,  230,  230,  250.      (2) 
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Ta thÊy sè trung b×nh céng x  cña d·y (1) vµ sè trung b×nh céng y  cña d·y 
(2) b»ng nhau  

x y= = 200. 

Tuy nhiªn, khi so s¸nh d·y (1) vµ d·y (2) ta thÊy c¸c sè liÖu ë d·y (1) gÇn 
víi sè trung b×nh céng h¬n, nªn chóng ®ång ®Òu h¬n. Khi ®ã ta nãi c¸c sè 
liÖu thèng kª ë d·y (1) Ýt ph©n t¸n h¬n d·y (2). 

§Ó t×m sè ®o ®é ph©n t¸n (so víi sè trung b×nh céng) cña d·y (1) ta tÝnh  

C¸c ®é lÖch cña mçi sè liÖu thèng kª ®èi víi sè trung b×nh céng    

(180 − 200) ; (190 − 200) ; (190 − 200) ; (200 − 200) ; (210 − 200) ; 
(210 − 200) ; (220 − 200).  

B×nh ph−¬ng c¸c ®é lÖch vµ tÝnh trung b×nh céng cña chóng, ta ®−îc 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2
1

180 200 2 190 200 200 200 2 210 200 220 200

7

− + − + − + − + −
=s  

  ≈ 171,4. 

Sè 2
1s  ®−îc gäi lµ ph−¬ng sai cña d·y (1). 

T−¬ng tù ph−¬ng sai 2
2s  cña d·y (2) lµ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2
2

150 200 2 170 200 200 200 2 230 200 250 200

7

− + − + − + − + −
=s  

  ≈ 1228,6. 

Ta thÊy ph−¬ng sai cña d·y (1) nhá h¬n ph−¬ng sai cña d·y (2). §iÒu ®ã 
biÓu thÞ ®é ph©n t¸n cña c¸c sè liÖu thèng kª ë d·y (1) Ýt h¬n ë d·y (2). 

VÝ dô 2. TÝnh ph−¬ng sai 2s  cña c¸c sè liÖu thèng kª cho ë b¶ng 4, §1 
(còng gäi lµ ph−¬ng sai cña b¶ng 4). 

Sè trung b×nh céng cña b¶ng 4 lµ x  = 162 cm.  

Mçi sè liÖu thèng kª thuéc mét líp ®−îc thay thÕ bëi gi¸ trÞ ®¹i diÖn cña líp ®ã.  

a) Ph−¬ng sai 2s  cña b¶ng 4 (b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp) 
®−îc tÝnh nh− sau 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 6 153 162 12 159 162 13 165 162 5 171 162

36

− + − + − + −
=s  

   ≈ 31.                                                                                                  (3) 
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HÖ thøc (3) biÓu thÞ c¸ch tÝnh gÇn ®óng ph−¬ng sai cña b¶ng 4 theo tÇn sè. 

b) Tõ (3) ta cã 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 26 12 13 5
153 162 159 162 165 162 171 162

36 36 36 36
= − + − + − + −s

hay 

     
, , , ,( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 216 7 33 3 36 1 13 9

153 162 159 162 165 162 171 162
100 100 100 100

≈ − + − + − + −s  

     ≈ 31.                                                                                                   (4) 

HÖ thøc (4) biÓu thÞ c¸ch tÝnh gÇn ®óng ph−¬ng sai cña b¶ng 4 theo tÇn suÊt. 

Chó ý 

a) Khi hai d·y sè liÖu thèng kª cã cïng ®¬n vÞ ®o vµ cã sè 
trung b×nh céng b»ng nhau hoÆc xÊp xØ nhau, nÕu ph−¬ng sai 
cµng nhá th× møc ®é ph©n t¸n (so víi sè trung b×nh céng) cña 
c¸c sè liÖu thèng kª cµng bÐ. 

b) Cã thÓ tÝnh ph−¬ng sai theo c¸c c«ng thøc sau ®©y 

Tr−êng hîp b¶ng ph©n bè tÇn sè, tÇn suÊt 

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( ) .

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2

1 ⎡ ⎤= − + − + + −⎣ ⎦

= − + − + + −

k k

k k

s n x x n x x n x x
n

f x x f x x f x x

 

trong ®ã in , if  lÇn l−ît lµ tÇn sè, tÇn suÊt cña gi¸ trÞ ix  ; n lµ 

sè c¸c sè liÖu thèng kª 1 2( ... )kn n n n= + + +  ; x  lµ sè trung 

b×nh céng cña c¸c sè liÖu ®· cho. 

Tr−êng hîp b¶ng ph©n bè tÇn sè, tÇn suÊt ghÐp líp 

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( ) .

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2

1 ⎡ ⎤= − + − + + −⎣ ⎦

= − + − + + −

k k

k k

s n c x n c x n c x
n

f c x f c x f c x

 

trong ®ã ic , in , if  lÇn l−ît lµ gi¸ trÞ ®¹i diÖn, tÇn sè, tÇn suÊt 

cña líp thø i ; n lµ sè c¸c sè liÖu thèng kª 

1 2( ... )kn n n n= + + +  ; x  lµ sè trung b×nh céng cña c¸c sè 

liÖu thèng kª ®· cho. 
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Ngoµi ra, ng−êi ta cßn chøng minh ®−îc c«ng thøc sau 

( )2 2 2= −s x x  

trong ®ã 2x  lµ trung b×nh céng cña c¸c b×nh ph−¬ng sè liÖu 
thèng kª, tøc lµ 

( ... ) ...2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1
k k k kx n x n x n x f x f x f x

n
= + + + = + + +  

(®èi víi b¶ng ph©n bè tÇn sè, tÇn suÊt), 

( ... ) ...2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1
k k k kx n c n c n c f c f c f c

n
= + + + = + + +  

(®èi víi b¶ng ph©n bè tÇn sè, tÇn suÊt ghÐp líp). 

1  
H·y tÝnh ph−¬ng sai cña b¶ng 6 (ë §2).  

II −  §é lÖch chuÈn 

Trong vÝ dô 2 ë trªn, ta ®· tÝnh ®−îc ph−¬ng sai cña b¶ng 4 (ë §1) b»ng 

.2 31≈s  NÕu ®Ó ý ®Õn ®¬n vÞ ®o th× ta thÊy ®¬n vÞ ®o cña 2s  lµ cm2 (b×nh  

ph−¬ng ®¬n vÞ ®o cña dÊu hiÖu ®−îc nghiªn cøu). Muèn tr¸nh ®iÒu nµy, cã 
thÓ dïng c¨n bËc hai cña ph−¬ng sai gäi lµ ®é lÖch chuÈn (cña b¶ng 4) vµ 
kÝ hiÖu lµ s. VËy 

, ( ).2 31 5 6= ≈ ≈s s cm  

Ph−¬ng sai 2s  vµ ®é lÖch chuÈn s ®Òu ®−îc dïng ®Ó ®¸nh gi¸ 
møc ®é ph©n t¸n cña c¸c sè liÖu thèng kª (so víi sè trung 
b×nh céng). Nh−ng khi cÇn chó ý ®Õn ®¬n vÞ ®o th× ta dïng s, 
v× s cã cïng ®¬n vÞ ®o víi dÊu hiÖu ®−îc nghiªn cøu.  

2  
H·y tÝnh ®é lÖch chuÈn cña b¶ng 6 (ë §2).  
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b μ i  ® ä c  t h ª m   
Sö dông m¸y tÝnh bá tói CASIO fx − 500MS  
®Ó t×m sè trung b×nh céng vµ 
®é lÖch chuÈn 

VÝ dô. Cho b¶ng ph©n bè tÇn sè 

Khèi l−îng cña 30 con th»n l»n 

Khèi l−îng (gam) 140 150 160 170 180 190 Céng 

TÇn sè 2 3 5 9 8 3 30 

Sö dông m¸y tÝnh bá tói CASIOfx−500MS, 
ta t×m sè trung b×nh céng x  vµ ®é lÖch 
chuÈn s cña b¶ng ph©n bè ®· cho nh− sau 

1. Chän MODE cho phÐp tÝnh thèng kª : 

Ên   MODE   2   

2. Xo¸ nh÷ng bµi thèng kª cò 

Ên lÇn l−ît  SHIFT    CLR     1      =:  .  

3. NhËp d÷ liÖu 

Ên liªn tiÕp 140   SHIFT     ;    2   DT  ,  

150    SHIFT     ;    3   DT  ,  

T−¬ng tù ®èi víi c¸c cét 160, 170, 180, 190. 

4. Gäi kÕt qu¶  

a) §Ó t×m x , Ên  SHIFT   S−VAR     1   =   . 

KÕt qu¶ lµ x   = 169 (gam). 

b) §Ó t×m s, Ên  SHIFT   S−VAR     2   =   . d 

KÕt qu¶ cho gi¸ trÞ x σ n ≈ 13,5 ; ®©y chÝnh lµ gi¸ trÞ s cÇn t×m. 

5. Chó ý 

a) Kh«ng cÇn nhËp ®óng thø tù cña sè liÖu. 

§Ó gäi d÷ liÖu (®· nhËp), Ên     hoÆc     .  

Cã thÓ hiÖu chØnh sè liÖu hoÆc tÇn sè nh− sau   

Gäi sè liÖu (hay tÇn sè) ®ã, råi nhËp gi¸ trÞ míi vµ Ên = , gi¸ trÞ míi sÏ thay thÕ 

gi¸ trÞ cò. 

Cã thÓ xo¸ mét d÷ liÖu b»ng c¸ch gäi nã lªn, råi Ên  SHIFT    CL  (c¸c  
d÷ liÖu cßn l¹i sÏ tù ®éng dån sè thø tù l¹i). 

b) §èi víi b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp, ta sö dông c¸c gi¸ trÞ ®¹i diÖn cña c¸c 
líp vµ lµm t−¬ng tù. 
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Bµi tËp 

1.  TÝnh ph−¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn cña b¶ng ph©n bè tÇn sè ®· ®−îc lËp ë 
bµi tËp 1 vµ cña b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp cho ë bµi tËp 2 cña §1. 

2.  Hai líp 10C, 10D cña mét tr−êng Trung häc phæ th«ng ®ång thêi lµm bµi 
thi m«n Ng÷ v¨n theo cïng mét ®Ò thi. KÕt qu¶ thi ®−îc tr×nh bµy ë hai 
b¶ng ph©n bè tÇn sè sau ®©y 

§iÓm thi Ng÷ v¨n cña líp 10C 

§iÓm thi 5 6 7 8 9 10 Céng 

TÇn sè 3 7 12 14 3 1 40 

§iÓm thi Ng÷ v¨n cña líp 10D 

§iÓm thi 6 7 8 9 Céng 

TÇn sè 8 18 10 4 40 

a) TÝnh c¸c sè trung b×nh céng, ph−¬ng sai, ®é lÖch chuÈn cña c¸c b¶ng 
ph©n bè tÇn sè ®· cho. 

b) XÐt xem kÕt qu¶ lµm bµi thi cña m«n Ng÷ v¨n ë líp nµo lµ ®ång ®Òu h¬n ? 

3.  Cho hai b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp 

Khèi l−îng cña nhãm c¸ mÌ thø 1 

Líp khèi l−îng (kg) [0,6 ; 0,8) [0,8 ; 1,0) [1,0 ; 1,2) [1,2 ; 1,4] Céng 

TÇn sè 4 6 6 4 20 

Khèi l−îng cña nhãm c¸ mÌ thø 2 

Líp khèi l−îng (kg) [0,5 ; 0,7) [0,7 ; 0,9) [0,9 ; 1,1) [1,1 ; 1,3) [1,3 ; 1,5] Céng 

TÇn sè 3 4 6 4 3 20 

a) TÝnh c¸c sè trung b×nh céng cña c¸c b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp ®· cho. 

b) TÝnh ph−¬ng sai cña c¸c b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp ®· cho. 

c) XÐt xem nhãm c¸ nµo cã khèi l−îng ®ång ®Òu h¬n ? 

¤n tËp ch−¬ n g  V  

1.  ChØ râ c¸c b−íc ®Ó  

a) LËp b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp ; 
b) LËp b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp. 
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2.  Nªu râ c¸ch tÝnh sè trung b×nh céng, sè trung vÞ, mèt, ph−¬ng sai vµ ®é 
lÖch chuÈn. 

3.  KÕt qu¶ ®iÒu tra 59 hé gia ®×nh ë mét vïng d©n c− vÒ sè con cña mçi hé 
gia ®×nh ®−îc ghi trong b¶ng sau  

3 2 1 1 1 1 0 2 4 0 3 0 
1 3 0 2 2 2 1 3 2 2 3 3 
2 2 4 3 2 2 4 3 2 4 1 3 
0 1 3 2 3 1 4 3 0 2 2 1 
2 1 2 0 4 2 3 1 1 2 0  

a) LËp b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ; 

b) Nªu nhËn xÐt vÒ sè con cña 59 gia ®×nh ®· ®−îc ®iÒu tra ; 

c) TÝnh sè trung b×nh céng, sè trung vÞ, mèt cña c¸c sè liÖu thèng kª ®· cho. 

4.  Cho c¸c sè liÖu thèng kª ®−îc ghi trong hai b¶ng sau ®©y  

Khèi l−îng (tÝnh theo gam) cña nhãm c¸ thø 1 

645 650 645 644 650 635 650 654 

650 650 650 643 650 630 647 650 

645 650 645 642 652 635 647 652 

 Khèi l−îng (tÝnh theo gam) cña nhãm c¸ thø 2 

640 650 645 650 643 645 650 650 642 

640 650 645 650 641 650 650 649 645 

640 645 650 650 644 650 650 645 640 

a) LËp b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp theo nhãm c¸ thø 1 víi c¸c 
líp lµ  

[630 ; 635) ;   [635 ; 640) ; [640 ; 645) ;    [645 ; 650) ;  [650 ; 655] ; 

b) LËp b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp theo nhãm c¸ thø 2 víi c¸c 
líp lµ  

[638 ; 642) ;  [642 ; 646) ; [646 ; 650) ; [650 ; 654] ; 

c) M« t¶ b¶ng ph©n bè tÇn suÊt ghÐp líp ®· ®−îc lËp ë c©u a) b»ng c¸ch vÏ 
biÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét vµ ®−êng gÊp khóc tÇn suÊt ; 

d) M« t¶ b¶ng ph©n bè tÇn sè ghÐp líp ®· ®−îc lËp ë c©u b), b»ng c¸ch vÏ biÓu 
®å tÇn sè h×nh cét vµ ®−êng gÊp khóc tÇn sè ; 
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e) TÝnh sè trung b×nh céng, ph−¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn cña c¸c b¶ng ph©n 
bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp ®· lËp ®−îc. 

Tõ ®ã, xÐt xem nhãm c¸ nµo cã khèi l−îng ®ång ®Òu h¬n. 

5.  Cho c¸c sè liÖu thèng kª ®−îc ghi trong b¶ng sau 

Møc l−¬ng hµng n¨m cña c¸c c¸n bé vµ nh©n viªn trong mét c«ng ti (®¬n 
vÞ : ngh×n  ®ång) 

20910 76000 20350 20060 

21410 20110 21410 21360 

20350 21130 20960 125000 

T×m møc l−¬ng b×nh qu©n cña c¸c c¸n bé vµ nh©n viªn trong c«ng ti, sè 
trung vÞ cña c¸c sè liÖu thèng kª ®· cho. 

Nªu ý nghÜa cña sè trung vÞ.  

6.  Ng−êi ta ®· tiÕn hµnh th¨m dß ý kiÕn cña kh¸ch hµng vÒ c¸c mÉu 1, 2, 3, 4, 5 
cña mét lo¹i s¶n phÈm míi ®−îc s¶n xuÊt ë mét nhµ m¸y. D−íi ®©y lµ b¶ng 
ph©n bè tÇn sè theo sè phiÕu tÝn nhiÖm dµnh cho c¸c mÉu kÓ trªn. 

MÉu 1 2 3 4 5 Céng 

TÇn sè 2100 1860 1950 2000 2090 10000 

a) T×m mèt cña b¶ng ph©n bè tÇn sè ®· cho. 

b) Trong s¶n xuÊt, nhµ m¸y nªn −u tiªn cho mÉu nµo ? 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

Chän ph−¬ng ¸n ®óng trong c¸c bµi tËp sau 

7.  Cho b¶ng ph©n bè tÇn sè 

TiÒn th−ëng (triÖu ®ång) cho c¸n bé vµ nh©n viªn trong mét c«ng ti. 

TiÒn th−ëng 2 3 4 5 6 Céng 

TÇn sè 5 15 10 6 7 43 

Mèt cña b¶ng ph©n bè tÇn sè ®· cho lµ 

(A) 2 triÖu ®ång ;            (B) 6 triÖu ®ång ; 

(C) 3 triÖu ®ång ;           (D) 5 triÖu ®ång. 
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8.  Cho b¶ng ph©n bè tÇn sè 

Tuæi cña 169 ®oµn viªn thanh niªn 

Tuæi  18 19 20 21 22 Céng 

TÇn sè 10 50 70 29 10 169 

Sè trung vÞ cña b¶ng ph©n bè tÇn sè ®· cho lµ 

(A) 18 tuæi ;            (B) 20 tuæi ; 

(C) 19 tuæi ;            (D) 21 tuæi. 

9.  Cho d·y sè liÖu thèng kª : 21, 23, 24, 25, 22, 20. 

Sè trung b×nh céng cña c¸c sè liÖu thèng kª ®· cho lµ 

(A) 23,5 ;           (B) 22 ; 

(C) 22,5 ;           (D) 14. 

10.  Cho d·y sè liÖu thèng kª : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

Ph−¬ng sai cña c¸c sè liÖu thèng kª ®· cho lµ 

(A) 1 ;            (B) 2 ; 

(C) 3 ;            (D) 4. 

11.  Ba nhãm häc sinh gåm 10 ng−êi, 15 ng−êi, 25 ng−êi. Khèi l−îng trung 
b×nh cña mçi nhãm lÇn l−ît lµ : 50 kg, 38 kg, 40 kg. Khèi l−îng trung b×nh 
cña c¶ ba nhãm häc sinh lµ 

(A) 41,4 kg ;          (B) 42,4 kg ;  

(C) 26 kg ;          (D) 37 kg. 

Bµi tËp thùc hµnh dµnh cho c¸c nhãm häc sinh 
(mçi nhãm tõ 3 ®Õn 5 häc sinh) 

Chän mét líp häc trong tr−êng råi thùc hiÖn c¸c ho¹t ®éng sau 

1.  §iÒu tra vµ thu thËp c¸c sè liÖu thèng kª trªn líp häc ®· chän theo mét dÊu 
hiÖu nµo ®ã do nhãm tù lùa chän (vÝ dô nh− sè anh chÞ em ruét cña tõng 
gia ®×nh ; thêi gian dµnh cho häc To¸n ë nhµ cña mçi häc sinh ; chiÒu cao 
cña mçi ng−êi trong líp ; ®iÓm kiÓm tra To¸n cña tõng häc sinh trong k× 
kiÓm tra gÇn nhÊt ; ...). 

2.  Tr×nh bµy, ph©n tÝch, xö lÝ c¸c sè liÖu thèng kª ®· thu thËp ®−îc. 
3.  Rót ra kÕt luËn vµ ®Ò xuÊt c¸c kiÕn nghÞ. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Trong ch−¬ng nµy, häc sinh ®−îc cung cÊp c¸c kh¸i niÖm   
 vÒ ®−êng trßn ®Þnh h−íng, cung vµ gãc l−îng gi¸c (më    

 réng kh¸i niÖm cung vµ gãc h×nh häc) chuÈn bÞ cho viÖc 
x©y dùng kh¸i niÖm c¸c hµm sè l−îng gi¸c ë líp 11. Còng 
trong ch−¬ng nµy, häc sinh ®−îc häc c¸c c«ng thøc l−îng 

gi¸c c¬ b¶n nhÊt vµ biÕt vËn dông c¸c c«ng thøc nµy ®Ó 
thùc hiÖn c¸c biÕn ®æi l−îng gi¸c. 
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cung vμ  gãc l−îng gi¸c  

 
 
I  −  Kh¸i niÖm cung vµ gãc l−îng gi¸c 

1. §−êng trßn ®Þnh h−íng vµ cung l−îng gi¸c 

C¾t mét h×nh trßn b»ng b×a cøng, ®¸nh dÊu 
t©m O vµ ®−êng kÝnh AA'. §Ýnh mét sîi d©y 
vµo h×nh trßn t¹i A. Xem d©y nh− mét trôc sè 
t't, gèc t¹i A, ®¬n vÞ trªn trôc b»ng b¸n kÝnh 
OA. Nh− vËy h×nh trßn nµy cã b¸n kÝnh R = 1. 

Cuèn d©y ¸p s¸t ®−êng trßn, ®iÓm 1 trªn trôc 

t't chuyÓn thµnh ®iÓm M1 trªn ®−êng trßn, 

®iÓm 2 chuyÓn thµnh ®iÓm M2, ... ; ®iÓm −1 

thµnh ®iÓm N1, ... (h.39). 

Nh− vËy mçi ®iÓm trªn trôc sè ®−îc ®Æt t−¬ng 
øng víi mét ®iÓm x¸c ®Þnh trªn ®−êng trßn. 

NhËn xÐt 

a) Víi c¸ch ®Æt t−¬ng øng nµy hai ®iÓm kh¸c 
nhau trªn trôc sè cã thÓ øng víi cïng mét 
®iÓm trªn ®−êng trßn. Ch¼ng h¹n ®iÓm 1 trªn 

trôc sè øng víi ®iÓm M1, nh−ng khi cuèn 

quanh ®−êng trßn mét vßng n÷a th× cã mét 

®iÓm kh¸c trªn trôc sè còng øng víi ®iÓm M1.  

b) NÕu ta cuèn tia At theo ®−êng trßn nh− trªn h×nh 39 th× mçi sè thùc 
d−¬ng t øng víi mét ®iÓm M trªn ®−êng trßn. Khi t t¨ng dÇn th× ®iÓm M 
chuyÓn ®éng trªn ®−êng trßn theo chiÒu ng−îc chiÒu quay cña kim ®ång 
hå. T−¬ng tù, nÕu cuèn tia At' theo ®−êng trßn th× mçi sè thùc ©m t øng víi 
mét ®iÓm M trªn ®−êng trßn vµ khi t gi¶m dÇn th× ®iÓm M chuyÓn ®éng 
trªn ®−êng trßn theo chiÒu quay cña kim ®ång hå. 

H×nh 39 

2

1

A

−1

−2

t'

O
A'

M2

t

M1

N1
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Ta ®i tíi kh¸i niÖm ®−êng trßn ®Þnh h−íng sau ®©y : 

§−êng trßn ®Þnh h−íng lµ mét 
®−êng trßn trªn ®ã ta ®· chän mét 
chiÒu chuyÓn ®éng gäi lµ chiÒu 
d−¬ng, chiÒu ng−îc l¹i lµ chiÒu ©m. 
Ta quy −íc chän chiÒu ng−îc víi 
chiÒu quay cña kim ®ång hå lµm 
chiÒu d−¬ng (h.40).  

Trªn ®−êng trßn ®Þnh h−íng cho hai ®iÓm A vµ B. Mét ®iÓm M di ®éng trªn 
®−êng trßn lu«n theo mét chiÒu (©m hoÆc d−¬ng) tõ A ®Õn B t¹o nªn mét 
cung l−îng gi¸c cã ®iÓm ®Çu A ®iÓm cuèi B. 

    H×nh 41 cho ta h×nh ¶nh cña bèn cung l−îng gi¸c kh¸c nhau cã cïng ®iÓm 
    ®Çu A, ®iÓm cuèi B. 

 

 

 

 

       a)        b)          c)         d) 
H×nh 41 

Ta cã thÓ h×nh dung mét ®iÓm M di ®éng trªn ®−êng trßn tõ A ®Õn B theo chiÒu 
ng−îc víi chiÒu quay cña kim ®ång hå, nã lÇn l−ît t¹o nªn c¸c cung t« 
®Ëm trªn h×nh 41. NÕu dõng l¹i ngay khi gÆp B lÇn ®Çu, nã t¹o nªn cung t« 
®Ëm trªn h×nh 41a), nÕu nã dõng l¹i sau khi quay mét vßng råi ®i tiÕp gÆp 
B lÇn thø hai nã t¹o nªn cung t« ®Ëm trªn h×nh 41b),... 

Khi M di ®éng theo chiÒu ng−îc l¹i, nã t¹o nªn cung t« ®Ëm trªn h×nh 41d) 
nÕu nã dõng l¹i khi gÆp B lÇn ®Çu,... 

Mçi lÇn ®iÓm M di ®éng trªn ®−êng trßn ®Þnh h−íng lu«n theo mét chiÒu 
(©m hoÆc d−¬ng) tõ ®iÓm A vµ dõng l¹i ë ®iÓm B, ta ®−îc mét cung l−îng 
gi¸c ®iÓm ®Çu A ®iÓm cuèi B. Nh− vËy 

 Víi hai ®iÓm A, B ®· cho trªn ®−êng trßn ®Þnh h−íng ta cã v« 
sè cung l−îng gi¸c  ®iÓm ®Çu A, ®iÓm cuèi B. Mçi cung nh− 

vËy ®Òu ®−îc kÝ hiÖu lµ AB . 

H×nh 40 

A
+ 

_

O O O O AA A A

B B

BB
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Chó ý 

Trªn mét ®−êng trßn ®Þnh h−íng, lÊy hai ®iÓm A vµ B th×  

KÝ hiÖu AB  chØ mét cung h×nh häc (cung lín hoÆc cung bÐ) 
hoµn toµn x¸c ®Þnh. 

KÝ hiÖu AB  chØ  mét cung l−îng gi¸c ®iÓm ®Çu A, ®iÓm cuèi B. 

2.  Gãc l−îng gi¸c 

Trªn ®−êng trßn ®Þnh h−íng cho mét 

cung l−îng gi¸c CD  (h.42). Mét ®iÓm M 
chuyÓn ®éng trªn ®−êng trßn tõ C tíi D 

t¹o nªn cung l−îng gi¸c CD  nãi trªn. 
Khi ®ã tia OM quay xung quanh gèc O 
tõ vÞ trÝ OC tíi vÞ trÝ OD. Ta nãi tia OM 
t¹o ra mét gãc l−îng gi¸c, cã tia ®Çu lµ 
OC, tia cuèi lµ OD. KÝ hiÖu gãc l−îng 
gi¸c ®ã lµ (OC, OD).  

3.  §−êng trßn l−îng gi¸c 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy vÏ ®−êng 
trßn ®Þnh h−íng t©m O b¸n kÝnh R = 1 
(h.43).  

§−êng trßn nµy c¾t hai trôc to¹ ®é t¹i 
bèn ®iÓm A(1 ; 0), A'(−1 ; 0), B(0 ; 1), 
B'(0 ; −1). Ta lÊy A(1 ; 0) lµm ®iÓm gèc 
cña ®−êng trßn ®ã. 

§−êng trßn x¸c ®Þnh nh− trªn ®−îc gäi lµ ®−êng trßn l−îng gi¸c (gèc A).  

II −  Sè ®o cña cung vµ gãc l−îng gi¸c 

1.  §é vµ ra®ian 

a) §¬n vÞ ra®ian 

§¬n vÞ ®é ®· ®−îc sö dông ®Ó ®o gãc tõ rÊt l©u ®êi. Trong To¸n häc vµ VËt 
lÝ ng−êi ta cßn dïng mét ®¬n vÞ n÷a ®Ó ®o gãc vµ cung, ®ã lµ ra®ian (®äc lµ 
ra-®i-an). 

D 

M O 

C

H×nh 42 

H×nh 43 

O 

A'( 1 ; 0)− A(1 ; 0)

B(0 ; 1)

B'(0 ; 1)−

y 

x

+
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Trªn h×nh 39 ta thÊy ®é dµi cung nhá 1AM  b»ng 1 ®¬n vÞ, tøc lµ b»ng ®é dµi 

b¸n kÝnh. Ta nãi sè ®o cña cung 1AM  (hay sè ®o cña gãc ë t©m 1AOM ) b»ng 

1 ra®ian (viÕt t¾t lµ 1 rad). Tæng qu¸t 

     Trªn ®−êng trßn tuú ý, cung cã ®é dµi b»ng b¸n kÝnh ®−îc gäi 
     lµ cung cã sè ®o 1 rad. 

b) Quan hÖ gi÷a ®é vµ ra®ian 

Ta biÕt ®é dµi cung nöa ®−êng trßn lµ πR, nªn trong h×nh 43 sè ®o cña 

cung 'AA  (hay gãc bÑt 'AOA ) lµ π rad (v× R = 1). V× gãc bÑt cã sè ®o ®é lµ 

180 nªn ta viÕt 180o = π rad. 

Suy ra     1o = 
180

π
 rad vµ 1 rad = 

o180⎛ ⎞
⎜ ⎟π⎝ ⎠

. 

Víi π ≈ 3,14 th× ,o1 0 01745 rad≈  vµ 1 rad ≈ 57o17'45". 

Chó ý 

Khi viÕt sè ®o cña mét gãc (hay cung) theo ®¬n vÞ ra®ian, 
ng−êi ta th−êng kh«ng viÕt ch÷ rad sau sè ®o. Ch¼ng h¹n cung 

2

π
 ®−îc hiÓu lµ cung 

2

π
 rad. 

B¶ng chuyÓn ®æi th«ng dông 

§é 30o 45o 60o 90o 120o 135o 150o 180o 

Ra®ian 
6

π
 

4

π
 

3

π
 

2

π
 

2

3

π
 

3

4

π
 

5

6

π
 π 

1 
Sö dông m¸y tÝnh bá tói ®Ó ®æi tõ ®é sang ra®ian vµ ng−îc l¹i. 

NÕu dïng m¸y tÝnh CASIO fx−500MS ta lµm nh− sau   

a) §æi 35o47'25'' sang ra®ian 

Ên ba lÇn phÝm  MODE  råi Ên  2  ®Ó mµn h×nh hiÖn ch÷  R  . Sau ®ã Ên liªn tiÕp 

 3    5   .,,,   4    7  .,,,   2    5   .,,,   SHIFT   

 DRG     1    = : 

cho kÕt qu¶ 0,6247 (®· lµm trßn ®Õn bèn ch÷ sè thËp ph©n). 



 137 

b) §æi 3 rad ra ®é  

Ên ba lÇn phÝm  MODE  råi Ên  1  ®Ó mµn h×nh hiÖn ch÷  D . Sau ®ã Ên liªn tiÕp 

 3   SHIFT   DRG    2   = :  SHIFT  .,,,   

cho kÕt qu¶ 171o53’14” (®· lµm trßn ®Õn gi©y). 

c) §é dµi cña mét cung trßn 

Trªn ®−êng trßn b¸n kÝnh R, cung nöa ®−êng trßn cã sè ®o lµ π rad vµ cã 
®é dµi lµ πR. VËy 

Cung cã sè ®o α rad cña ®−êng trßn b¸n kÝnh R cã ®é dµi 

  l  =  Rα.  

2. Sè ®o cña mét cung l−îng gi¸c 

VÝ dô. XÐt cung l−îng gi¸c AB  trong h×nh 44a). Mét ®iÓm M di ®éng trªn 

®−êng trßn theo chiÒu d−¬ng. Khi M di ®éng tõ A ®Õn B t¹o nªn cung 
1

4
 

®−êng trßn, ta nãi cung nµy cã sè ®o ,
2

π
 sau ®ã ®i tiÕp mét vßng trßn n÷a 

(thªm 2π), ta ®−îc cung l−îng gi¸c AB  cã sè ®o lµ .5
2

2 2

π π
+ π =  

T−¬ng tù, cung l−îng gi¸c AB  trong h×nh 44b) cã sè ®o lµ  

.9
2 2

2 2

π π
+ π + π =  

Cung l−îng gi¸c AC  trong h×nh 44c) l¹i cã sè ®o lµ 

.25
2 2 2

4 4

π π
− − π − π − π = −  

 

 

 

 

 

a)        b)         c) 

 H×nh 44 

A x

y

A

BB

y 

xO
O

C

y

xO
A
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Tõ c¸c vÝ dô nªu trong h×nh 44 ta thÊy  

Sè ®o cña mét cung l−îng gi¸c AM  (A ≠ M) lµ mét sè thùc, 

©m hay d−¬ng. 

KÝ hiÖu sè ®o cña cung AM  lµ s® AM .  

2  

Cung l−îng gi¸c AD  (h.45) cã sè ®o lµ bao nhiªu ? 

Ghi nhí 

Sè ®o cña c¸c cung l−îng gi¸c cã cïng 
®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi sai kh¸c nhau mét 
béi cña 2π.  Ta viÕt 

s® AM = α + k2π, k ∈  

trong ®ã α lµ sè ®o cña mét cung l−îng gi¸c tuú ý cã ®iÓm ®Çu lµ A vµ 
®iÓm cuèi lµ M. 

Khi ®iÓm cuèi M trïng víi ®iÓm ®Çu A ta cã 

s®  = k2π, k ∈ ; 

khi k = 0 th× s® AA  = 0. 

Ng−êi ta còng viÕt sè ®o b»ng ®é. C«ng thøc tæng qu¸t cña sè ®o b»ng ®é 

cña c¸c cung l−îng gi¸c AM  lµ 

s® AM = ,o o360a k+  k ∈  

trong ®ã ao lµ sè ®o cña mét cung l−îng gi¸c tuú ý cã ®iÓm ®Çu lµ A vµ ®iÓm 
cuèi lµ M. 

3. Sè ®o cña mét gãc l−îng gi¸c 

Ta ®Þnh nghÜa  

Sè ®o cña gãc l−îng gi¸c (OA, OC) lµ sè ®o cña cung l−îng 

gi¸c AC  t−¬ng øng.  

 

H×nh 45 

A

y 

x
O

D



 139 

3 
T×m sè ®o cña c¸c gãc l−îng gi¸c (OA, OE) 
vµ (OA, OP)  trªn h×nh 46  (®iÓm E lµ ®iÓm 

chÝnh gi÷a cña cung ' 'A B ,  =
1

3
AP AB ). 

ViÕt  sè  ®o  nµy theo ®¬n vÞ ra®ian vµ theo 
®¬n vÞ ®é. 

 

 
Chó ý 

V× mçi cung l−îng gi¸c øng víi mét gãc l−îng gi¸c vµ ng−îc 
l¹i, ®ång thêi sè ®o cña c¸c cung vµ gãc l−îng gi¸c t−¬ng øng 
lµ trïng nhau, nªn tõ nay vÒ sau khi ta nãi vÒ cung th× ®iÒu ®ã 
còng ®óng cho gãc vµ ng−îc l¹i. 

4.  BiÓu diÔn cung l−îng gi¸c trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c 

Chän ®iÓm gèc A(1 ; 0) lµm ®iÓm ®Çu cña tÊt c¶ c¸c cung l−îng gi¸c trªn 
®−êng trßn l−îng gi¸c. §Ó biÓu diÔn cung l−îng gi¸c cã sè ®o α trªn ®−êng 
trßn l−îng gi¸c ta cÇn chän ®iÓm cuèi M cña cung nµy. §iÓm cuèi M ®−îc 

x¸c ®Þnh bëi hÖ thøc s® AM  = α. 

VÝ dô. BiÓu diÔn trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c c¸c cung l−îng gi¸c cã sè ®o 
lÇn l−ît lµ 

a)
π25

4
;   b) −765o. 

Gi¶i 

a)  . .π π
= + π

25
3 2

4 4
  

VËy ®iÓm cuèi cña cung 
π25

4
 lµ ®iÓm 

chÝnh gi÷a M cña cung nhá AB  (h.47). 

b) −765o = − 45o + (−2) . 360o. 

VËy ®iÓm cuèi cña cung −765o lµ ®iÓm 

chÝnh gi÷a N cña cung nhá 'AB  (h.47). H×nh 47 

H×nh 46 

y 

x

B 

A 

P 

E 

A' 

B'

O

O 

y 

x

N 

M 

A' 

B' 

A 

B
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Bµi tËp 

1.  Khi biÓu diÔn c¸c cung l−îng gi¸c cã sè ®o kh¸c nhau trªn ®−êng trßn 
l−îng gi¸c, cã thÓ x¶y ra tr−êng hîp c¸c ®iÓm cuèi cña chóng trïng nhau 
kh«ng ? Khi nµo tr−êng hîp nµy x¶y ra ? 

2.  §æi sè ®o cña c¸c gãc sau ®©y ra ra®ian  

a) o18 ;            b) 'o57 30 ;    

c) o25− ;           d) 'o125 45− .  

3.  §æi sè ®o cña c¸c cung sau ®©y ra ®é, phót, gi©y 

a)
π

18
 ;            b)

π3

16
;     

c) −2  ;            d) .3

4
 

4.  Mét ®−êng trßn cã b¸n kÝnh 20cm. T×m ®é dµi cña c¸c cung trªn ®−êng 
trßn ®ã cã sè ®o 

a)
π

15
;     b) 1,5 ;     c) o37 . 

5.  Trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c h·y biÓu diÔn c¸c cung cã sè ®o 

a)
π

−
5

4
;            b) o135 ;    

c)
π10

3
;            d) − o225 . 

6.  Trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c gèc A, x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm M kh¸c nhau, biÕt 

r»ng cung AM  cã sè ®o t−¬ng øng lµ (trong ®ã k lµ mét sè nguyªn tuú ý) 

 a) kπ ;     b) 
π
2

k ;     c) k .π
3

 

7.  Trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c cho ®iÓm M x¸c ®Þnh bëi s® AM  = α (0 < α <
2

π
). 

Gäi , ,1 2 3M M M  lÇn l−ît lµ ®iÓm ®èi xøng cña M qua trôc Ox, trôc Oy vµ 

gèc to¹ ®é. T×m sè ®o cña c¸c cung , , .1 2 3AM AM AM  
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gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña mét cung 

 
 
I  −  gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña cung α  

1  

Nh¾c l¹i kh¸i niÖm gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña gãc α, 0o ≤ α ≤ 180o.  

Ta cã thÓ më réng kh¸i niÖm gi¸ trÞ l−îng gi¸c cho c¸c cung vµ gãc l−îng gi¸c. 

1. §Þnh nghÜa 

Trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c cho cung 

AM cã s® AM =α (cßn viÕt AM =α)  
(h.48). 

Tung ®é y = OK  cña ®iÓm M gäi lµ sin 
cña α vµ kÝ hiÖu lµ sinα . 

sin α = OK . 

Hoµnh ®é x = OH  cña ®iÓm M gäi lµ 
c«sin cña α vµ kÝ hiÖu lµ cosα . 

cos OHα = . 

NÕu cosα  ≠ 0, tØ sè 
sin

cos

α
α

 gäi lµ tang cña α vµ kÝ hiÖu lµ tanα  (ng−êi ta 

cßn dïng kÝ hiÖu tgα ) 

sin .tan
cos

αα
α

=  

NÕu sinα  ≠ 0, tØ sè 
cos
sin

α
α

 gäi lµ c«tang cña α vµ kÝ hiÖu lµ cotα  (ng−êi ta 

cßn dïng kÝ hiÖu cotgα ) 

cos .cot
sin

αα
α

=  

C¸c gi¸ trÞ sin ,α  cos ,α  tan ,α  cotα  ®−îc gäi lµ c¸c gi¸ trÞ 
l−îng gi¸c cña cung α. 
Ta còng gäi trôc tung lµ trôc sin, cßn trôc hoµnh lµ trôc c«sin. 

H×nh 48 

O 

y 

x

K 
M 

A' 

B' 

A 

B

H

α
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Chó ý 
1. C¸c ®Þnh nghÜa trªn còng ¸p dông cho c¸c gãc l−îng gi¸c. 

2. NÕu 0o ≤ α ≤ 180o th× c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña gãc α chÝnh lµ 
c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña gãc ®ã ®· nªu trong SGK H×nh häc 10. 

2  

TÝnh 
25

sin ,
4

π
 cos (−240o), tan (−405o).  

2. HÖ qu¶ 

1) sinα  vµ cosα  x¸c ®Þnh víi mäi α ∈ . H¬n n÷a, ta cã 

sin (α + k2π)  = sin ,α  ∀k ∈ ; 

cos (α + k2π) = cos ,α  ∀k ∈ . 

2) V× −1 ≤ OK  ≤ 1 ; −1 ≤ OH  ≤ 1 (h.48) nªn ta cã 

      −1 ≤ sin α ≤ 1 
−1 ≤ cos α ≤ 1. 

3) Víi mäi m ∈  mµ 1−  ≤ m ≤ 1 ®Òu tån t¹i α vµ β sao cho sinα  = m vµ 
cos β  = m. 

4) tanα x¸c ®Þnh víi mäi 
2

kα π
≠ + π  (k ∈ ). 

ThËt vËy, tanα  kh«ng x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi cosα  = 0, tøc lµ ®iÓm cuèi 

M cña cung AM  trïng víi B hoÆc B' (h.48), hay 
2

kα π
= + π  (k ∈ ) . 

5) cotα x¸c ®Þnh víi mäi kα ≠ π  (k∈ ). LËp luËn t−¬ng tù 4). 

6) DÊu cña c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña 
gãc α phô thuéc vµo vÞ trÝ ®iÓm cuèi 

cña cung AM α=  trªn ®−êng trßn 
l−îng gi¸c (h.49). 

 

 

 

 
H×nh 49 

O 

y 

x

M 

A' 

B' 

A H

K

B 
I II 

III IV

α
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B¶ng x¸c ®Þnh dÊu cña c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c 

Gãc phÇn t−

Gi¸ trÞ l−îng gi¸c 
Ι ΙΙ ΙΙΙ IV 

cosα  + − − + 

sinα  + + − − 

tanα  + − + − 

cotα  + − + − 

3.  Gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña c¸c cung ®Æc biÖt 

α 0 
π
6

 
π
4

 
π
3

 
π
2

 

sinα  0 
1

2
 2

2
 

3

2
 1 

cosα  1 
3

2
 

2

2
 

1

2
 0 

tanα  0 
1

3
 1 3  Kh«ng x¸c ®Þnh 

cotα  Kh«ng x¸c ®Þnh 3  1 
1

3
 0 

II −  ý nghÜa h×nh häc cña tang vµ c«tang 

3  

Tõ ®Þnh nghÜa cña sinα  vµ cos ,α  h·y ph¸t biÓu ý nghÜa h×nh häc cña chóng.  

1.  ý nghÜa h×nh häc cña tan α 

Tõ A vÏ tiÕp tuyÕn t'At víi ®−êng trßn l−îng gi¸c. Ta coi tiÕp tuyÕn nµy lµ 

mét trôc sè b»ng c¸ch chän gèc t¹i A vµ vect¬ ®¬n vÞ .i OB=   
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Cho cung l−îng gi¸c AM  cã sè ®o lµ α 

(α ≠ 
2

π
 + kπ). Gäi T lµ giao ®iÓm cña 

OM víi trôc t'At (h.50). 
Gi¶ sö T kh«ng trïng víi A. V× MH // AT, 

ta cã .
AT OA

HM OH
=  Tõ ®ã suy ra 

AT OA

HM OH
=  .          (1) 

V× sin ,HM α=  cosOH α=  vµ OA  = 1 
nªn tõ (1) suy ra 

sintan .
cos

HM AT
AT

OH OA

αα
α

= = = =  

Khi T trïng A th× kα = π  vµ tan 0.α =  VËy 

tan .AT=α  

tanα  ®−îc biÓu diÔn bëi ®é dµi ®¹i sè cña vect¬ AT  trªn trôc t'At. 
Trôc t'At ®−îc gäi lµ trôc tang. 

2.  ý nghÜa h×nh häc cña cot α 

Tõ B vÏ tiÕp tuyÕn s'Bs víi ®−êng trßn 
l−îng gi¸c vµ x¸c ®Þnh trªn tiÕp tuyÕn 
nµy mét trôc cã gèc t¹i B vµ vect¬ 

®¬n vÞ b»ng .OA  

Cho cung l−îng gi¸c AM  cã sè ®o lµ 
α (α ≠ kπ). 
Gäi S lµ giao ®iÓm cña OM vµ trôc 
s'Bs (h.51). 
LÝ luËn t−¬ng tù môc trªn, ta cã  

      cot .BS=α  

cotα  ®−îc biÓu diÔn bëi ®é dµi ®¹i sè cña vect¬ BS  trªn trôc 
s'Bs. Trôc s'Bs ®−îc gäi lµ trôc c«tang. 

H×nh 51 

H×nh 50 

O 

y 

x

M 

A' 

B' 

A 

B

H

K
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t'

T

α

i

O 

y 

x

M 

A' 

B' 

A 

B

H

K

S 
s' s
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4 
Tõ ý nghÜa h×nh häc cña tanα  vµ cotα  h·y suy ra víi mäi sè nguyªn k,  

tan (α + kπ) = tan ,α  cot (α + kπ) = cot .α  

III −  Quan hÖ gi÷a c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c 

1.  C«ng thøc l−îng gi¸c c¬ b¶n 

§èi víi c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c, ta cã c¸c h»ng ®¼ng thøc sau 

sin2α + cos2α = 1 

1 + tan2α = ,
cos2

1

α
   α ≠ ,

2
k

π
+ π  k ∈  

1 + cot2α = ,
sin2

1

α
   α ≠ kπ,   k ∈  

tan α . cot  α = 1,     α ≠ ,
2

kπ
 k ∈ . 

5  
Tõ ®Þnh nghÜa cña sin ,α  cosα  h·y chøng minh h»ng ®¼ng thøc ®Çu tiªn, tõ ®ã suy 

ra c¸c h»ng ®¼ng thøc cßn l¹i.  

2.  VÝ dô ¸p dông 

VÝ dô 1. Cho sin α  = 
3

5
, víi .

2
απ

< < π  TÝnh cos α. 

Gi¶i. Ta cã cos2α = 1 − sin2α = 
16

25
, do ®ã cos α = .4

5
±   

V× 
2

απ
< < π  nªn ®iÓm cuèi cña cung α thuéc cung phÇn t− thø II, do ®ã 

cos α < 0.  

VËy cos α = .4

5
−  

VÝ dô 2. Cho tan α =
4

5
− , víi 

3

2

π
 < α < 2π. TÝnh sin α vµ cos α. 
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Gi¶i. Ta cã 

cos2α = 
2

1 1 25
16 411 tan 1
25

α
= =

+ +
 

suy ra    cosα = .5

41

±
 

V× 
3

2
2

απ
< < π  nªn ®iÓm cuèi cña cung α n»m ë cung phÇn t− thø IV, do 

®ã cos α > 0. VËy cos α = .5

41
 

Tõ ®ã sin α = tan α . cos α . .4 5 4

5 41 41
= − = −  

VÝ dô 3. Cho , .
2

k kα π
≠ + π ∈  

Chøng minh r»ng 
3

cos sin

cos

α α
α

+
 = tan3α + tan2α + tan α + 1. 

Gi¶i. V× α ≠ 
2

k
π

+ π  nªn cos α ≠ 0, do ®ã c¶ hai vÕ cña ®¼ng thøc cÇn 

chøng minh ®Òu cã nghÜa. Ta cã 

    
3 2

cos sin 1 cos sin.
coscos cos

α α α α
αα α

+ +
=  

         = (1 + tan2α) (1 + tanα) 

          = 3 2tan tan tan 1.α α α+ + +  

3.  Gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña c¸c cung cã liªn quan ®Æc biÖt 

1) Cung ®èi nhau : α vµ −α.  

C¸c ®iÓm cuèi cña hai cung α = AM  

vµ −α = 'AM  ®èi xøng nhau qua trôc 
hoµnh (h.52), nªn ta cã  

cos (−α) = cos α 
sin (−α)  = −sin α 
tan (−α)  = −tan α 
cot (−α) = −cot α. 

 H×nh 52 
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2) Cung bï nhau : α vµ π − α.  

C¸c ®iÓm cuèi cña hai cung α = AM  vµ 

π − α = 'AM  ®èi xøng nhau qua trôc tung 

(h.53), nªn ta cã  

sin (π − α)  = sin α 

cos (π − α) = − cos α 

tan (π − α) = − tan α 

cot (π − α) = − cot α. 

3) Cung h¬n kÐm π : α vµ (α + π). 

C¸c ®iÓm cuèi cña hai cung α vµ (α + π) ®èi 
xøng nhau qua gèc to¹ ®é O (h.54), nªn ta cã 

sin (α + π)  = − sin α 

cos (α + π) = − cos α 

tan (α + π)  = tan α 

cot (α + π)  = cot α. 

4) Cung phô nhau : α vµ .
2

απ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

         H×nh 54 

C¸c ®iÓm cuèi cña hai cung α vµ 
2

απ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ®èi xøng nhau qua ph©n gi¸c d 

cña gãc xOy (h.55), nªn ta cã  

sin
2

απ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = cos α 

cos
2

απ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = sin α 

tan
2

απ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = cot α 

cot
2

απ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = tan α. 

H×nh 53 

H×nh 55 
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6  

TÝnh 
11

cos ,
4

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
31

tan ,
6

π
 sin (−1380o).  

Bµi tËp 

1.  Cã cung α nµo mµ sinα nhËn c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng sau ®©y kh«ng ? 

 a) − 0,7 ;    b) 
4

3
;    c) 2− ;     d) .5

2
 

2.  C¸c ®¼ng thøc sau cã thÓ ®ång thêi x¶y ra kh«ng ? 

a) sin α = 
2

3
 vµ cos α = 

3

3
 ;     

b) sin α = 
4

5
−  vµ cos α = 

3

5
−  ; 

c) sin α = 0,7 vµ cos α = 0,3. 

3.  Cho 0 < α <
2

π
. X¸c ®Þnh dÊu cña c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c 

a) sin ( )α − π  ;           b) 
3

cos
2

απ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

c) tan (α + π) ;          d) cot
2

α π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

4.  TÝnh c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña gãc α, nÕu  

a) 
4

cos
13

α =  vµ 0 < α < ;
2

π
     b) sin α = ,0 7−  vµ π < α < 

3

2

π
 ; 

c) 
15

tan
7

α = −  vµ 
2

π
 < α < π ;    d) cot α = 3−  vµ 

3

2

π
 < α < 2π. 

5.  TÝnh α, biÕt 

a) cos α = 1 ;          b) cos α = −1 ; 

c) cos α = 0 ;          d) sin α = 1 ; 

e) sin α = −1 ;          f) sin α = 0. 
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C « n g  t h ø c  l−î n g  g i ¸ c   

 
 
I  −  C«ng thøc céng 

C«ng thøc céng lµ nh÷ng c«ng thøc biÓu thÞ cos (a ± b), sin (a ± b), tan (a ± b), 
cot (a ± b) qua c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña c¸c gãc a vµ b. Ta cã 

cos (a − b) = cos acos b + sin asin b       

cos (a + b) = cos acos b − sin asin b       

sin (a − b) = sin acos b − cos asin b      

sin (a + b) = sin acos b + cosasinb      

tan (a − b) =
tan tan

1 tan tan

a b

a b

−
+

         

tan (a + b)
tan tan .

1 tan tan

a b

a b

+
=

−
         

Víi ®iÒu kiÖn lµ c¸c biÓu thøc ®Òu cã nghÜa. 

Ta thõa nhËn c«ng thøc ®Çu. Tõ c«ng thøc ®ã cã thÓ chøng minh dÔ dµng 
c¸c c«ng thøc cßn l¹i. Ch¼ng h¹n  

cos(a + b) = cos [a − (−b)] = cos acos (−b) + sin asin (−b)  

     = cos acos b − sin asinb. 

sin (a − b) = cos ( ) cos
2 2

a b a b
⎡ ⎤π π⎡ ⎤ ⎛ ⎞− − = − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

   cos cos sin sin
2 2

a b a b
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 = sin acos b − cos asin b. 

1  
H·y chøng minh c«ng thøc sin( ) sin cos cos sina b a b a b+ = + . 
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VÝ dô 1. TÝnh 
13 .tan
12

π
 

Gi¶i. Ta cã 

 
13

tan tan tan tan
12 12 12 3 4

π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + π = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= 

   = 
tan tan 3 13 4 .

1 31 tan tan
3 4

π π
− −

=
π π ++

 

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng 

sin( ) tan tan .
sin( ) tan tan

a b a b

a b a b

+ +
=

− −
 

Gi¶i. Ta cã 

sin( ) sin cos cos sin .
sin( ) sin cos cos sin

a b a b a b

a b a b a b

+ +
=

− −
 

Chia c¶ tö vµ mÉu cña vÕ ph¶i cho cos acos b, ta ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh. 

II −  C«ng thøc nh©n ®«i 

Cho a = b trong c¸c c«ng thøc céng ta ®−îc c¸c c«ng thøc nh©n ®«i sau.  

sin 2a = 2sin acos a              

cos 2a = cos2a − sin2a 2 22cos 1 1 2sina a= − = −    

2

2 tan .tan 2
1 tan

a
a

a
=

−
            

Tõ c¸c c«ng thøc nh©n ®«i suy ra c¸c c«ng thøc  

2 1 cos2
cos

2

a
a

+
=           

2 1 cos2
sin

2

a
a

−
=           
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2 1 cos2 .tan
1 cos2

a
a

a

−
=

+
 

C¸c c«ng thøc nµy gäi lµ c¸c c«ng thøc h¹ bËc. 

VÝ dô 1. BiÕt sin a + cos a = ,1

2
 tÝnh sin 2a. 

Gi¶i. Ta cã 1 = sin2a + cos2a = (sin a + cos a)2 − 2sin acos a 

      = sin .
21

2
2

a⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Suy ra sin 2a = .3

4
−  

VÝ dô 2. TÝnh .cos
8

π
  

Gi¶i. Ta cã 22
cos 2cos 1.

2 4 8

π π
= = −  

Suy ra 2 2 .2cos 1
8 2

π
= +  

VËy 2 2 2 .cos
8 4

π +
=  

V× cos
8

π
 > 0 nªn suy ra 

2 2 .cos
8 2

π +
=  

III −  C«ng thøc biÕn ®æi tÝch thµnh tæng, 
        tæng thµnh tÝch 

1.  C«ng thøc biÕn ®æi tÝch thµnh tæng 

[ ]1
cos cos cos( ) cos( )

2
a b a b a b= − + +  

[ ]1
sin sin cos( ) cos( )

2
a b a b a b= − − +  

[ ]1
sin cos sin( ) sin( ) .

2
a b a b a b= − + +  

C¸c c«ng thøc trªn ®−îc gäi lµ c¸c c«ng thøc biÕn ®æi tÝch thµnh tæng. 
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2  
Tõ c¸c c«ng thøc céng, h·y suy ra c¸c c«ng thøc trªn.  

VÝ dô 1. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc 

3
sin cos

8 8
A

π π
= ; 

13 5 .sin sin
24 24

B
π π

=  

Gi¶i. Ta cã 

 
3 1 3 3

sin cos sin sin
8 8 2 8 8 8 8

A
⎡ ⎤π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  
1 1 2

sin sin 1
2 4 2 2 2

⎛ ⎞⎡ ⎤π π⎛ ⎞= − + = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
; 

13 5 1 13 5 13 5
sin sin cos cos

24 24 2 24 24 24 24
B

⎡ ⎤π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 
1 3 1 1 2 1 2 .cos cos
2 3 4 2 2 2 4

⎛ ⎞π π +⎛ ⎞= − = + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2.  C«ng thøc biÕn ®æi tæng thµnh tÝch 

3  

B»ng c¸ch ®Æt u = a − b, v = a + b, h·y biÕn ®æi cos u + cos v, sin u + sin v thµnh tÝch.  

Ta gäi c¸c c«ng thøc sau ®©y lµ c¸c c«ng thøc biÕn ®æi tæng thµnh tÝch 

cos cos 2cos cos
2 2

u v u v
u v

+ −
+ =  

cos cos 2sin sin
2 2

u v u v
u v

+ −
− = −  

sin sin 2sin cos
2 2

u v u v
u v

+ −
+ =  

.sin sin 2cos sin
2 2

u v u v
u v

+ −
− =  

VÝ dô 2. TÝnh  

5 7 .cos cos cos
9 9 9

A
π π π

= + +  
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Gi¶i. Ta cã 

7 5
cos cos cos

9 9 9
A

π π π⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   
4 5

2cos cos cos
9 3 9

π π π⎛ ⎞= − π −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
4 4

cos cos 0.
9 9

π π
= − =  

VÝ dô 3. Chøng minh r»ng trong tam gi¸c ABC ta cã 

.sin sin sin 4cos cos cos
2 2 2

A B C
A B C+ + =  

Gi¶i. Trong tam gi¸c ABC ta cã A + B + C = π. 

Tõ ®ã suy ra .
2 2 2

A B C+ π
= −  

V× vËy, sin cos ,
2 2

A B C+
=  .sin cos

2 2

C A B+
=  

B©y giê ta cã 

sin sin sin 2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

A B A B C C
A B C

+ −
+ + = +  

   2 cos cos sin
2 2 2

C A B C−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 2 cos cos cos
2 2 2

C A B A B− +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 .4 cos cos cos
2 2 2

A B C
=  

 

Bµi tËp 

1.  TÝnh 

a) ocos225 , osin 240 , ocot( 15 )− , tan75o
  ; 

b) 
7

sin
12

π
, cos ,

12

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
13 .tan
12

π
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2.  TÝnh 

 a) cos
3

α π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

, biÕt 
1

sin
3

α =  vµ 0 < α < .
2

π
 

 b) tan
4

α π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, biÕt cos α = 
1

3
−  vµ 

2

π
 < α < π. 

 c) cos(a + b), sin(a − b), biÕt 

   
4

sin
5

a = , o0  < a < o90  vµ sin b = 
2 ,
3

 o o90 180b< < . 

3.  Rót gän c¸c biÓu thøc 

 a) sin(a + b) + sin sin ( ).
2

a b
π⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 b) 21
cos cos sin

4 4 2
a a a

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 c) cos sin sin ( ).
2 2

a b a b
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

4.  Chøng minh c¸c ®¼ng thøc 

a) 
cos( ) cot cot 1.
cos( ) cot cot 1

a b a b

a b a b

− +
=

+ −
 

b) sin (a + b)sin (a − b) = 2 2 2 2sin sin cos cos .a b b a− = −  

c) cos (a + b)cos (a − b) = 2 2 2 2cos sin cos sin .a b b a− = −  

5.  TÝnh sin 2a, cos 2a, tan 2a, biÕt 

a) sin a = −0,6 vµ 
3 .
2

a
π

π < <  

b) 
5

cos
13

a = −  vµ 
π

< < π.
2

a  

c) sin a + cos a = 
1

2
 vµ 

3

4

π
 < a < π. 

6. Cho sin2a = 
5

9
−  vµ 

2

π
 < a < π.  

TÝnh sina vµ cosa. 
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7. BiÕn ®æi thµnh tÝch c¸c biÓu thøc sau 

a) 1 − sin x ;          b) 1 + sin x ;     

c) 1 + 2cos x ;          d) 1 − 2sin x. 

8.  Rót gän biÓu thøc 
sin sin3 sin 5 .
cos cos3 cos5

x x x
A

x x x

+ +
=

+ +
 

¤n tËp ch−¬ n g  V I  
1.  H·y nªu ®Þnh nghÜa cña sinα, cosα vµ gi¶i thÝch v× sao ta cã  

    sin (α + k2π) = sin α ; k ∈   

    cos (α + k2π) = cos α ; k ∈ . 

2.  Nªu ®Þnh nghÜa cña tanα, cotα vµ gi¶i thÝch v× sao ta cã 

    tan (α + kπ) = tan α, k ∈  ;  

    cot (α + kπ) = cot α, k ∈ . 
3.  TÝnh 

 a) sin α, nÕu cos α = 
2

3
−  vµ 

2

π
 < α < π ; 

 b) cos α, nÕu tan α = 2 2  vµ
3

2
α π

π < <  ; 

 c) tan α, nÕu sin α = 
2

3
−  vµ

3
2

2
απ

< < π  ; 

 d) cot α, nÕu cos α = 
1

4
−  vµ

2
απ

< < π . 

4.  Rót gän c¸c biÓu thøc 

a) 
2sin 2 sin 4

2sin 2 sin 4

α α
α α

−
+

;        b) tan α
21 cos

sin
sin

α α
α

⎛ ⎞+
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ; 

c) 
sin cos

4 4

sin cos
4 4

α α

α α

ππ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;     d) 
sin 5 sin3 .

2cos 4

α α
α

−
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5.  Kh«ng sö dông m¸y tÝnh, h·y tÝnh  

a) cos
22

3

π
 ;           b) sin 

23

4

π
 ;  

c) sin 
25 10

tan
3 3

π π
−  ;       d) .cos sin2 2

8 8

π π
−  

6.  Kh«ng sö dông m¸y tÝnh, h·y chøng minh 

a) o o 6
sin 75 cos75

2
+ =  ;     b) o otan 267 tan 93 0+ =  ; 

c) o o osin65 sin 55 3 cos5+ =  ;    d) o o ocos12 cos 48 sin18− = . 

7.  Chøng minh c¸c ®ång nhÊt thøc  

a) 
1 cos cos2

cot
sin 2 sin

x x
x

x x

− +
=

−
 ;     b) 

sin sin
2 tan

21 cos cos
2

x
x x

x
x

+
=

+ +
 ; 

c) 22cos2 sin 4
tan

2cos2 sin 4 4

x x
x

x x

− π⎛ ⎞= −⎜ ⎟
+ ⎝ ⎠

 ;  d) 
sin( ) .tan tan
cos cos

x y
x y

x y

−
− =  

8.  Chøng minh c¸c biÓu thøc sau kh«ng phô thuéc x  

a) A = sin cos
4 4

x x
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ;    

b) B = cos sin
6 3

x x
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ; 

c) C = 2sin cos cos
3 3

x x x
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ;  

d) D = 
1 cos2 sin 2 .cot .
1 cos2 sin 2

x x
x

x x

− +
+ +
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Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

Chän ph−¬ng ¸n ®óng trong c¸c bµi tËp sau 

9.  Gi¸ trÞ sin 
47

6

π
 lµ 

(A)  
3

2
;     (B) 

1

2
;      (C) 

2

2
;    (D) 

1 .
2

−  

10.  Cho cos a = 
5

3
−  víi π < a < 

3 .
2

π
 Gi¸ trÞ tan a lµ 

(A) 
4

5

−
;      (B) 

2

5
;     (C)

2

5
− ;    (D)

3 .
5

−  

11.  Cho a = 
5

6

π
. Gi¸ trÞ cña biÓu thøc cos3a + 2cos(π − 3a) 2sin 1,5

4
a

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 lµ 

(A) 
1

4
;     (B) 

3

2
;     (C)  0 ;      (D)

2 3 .
4

−
 

12.  Gi¸ trÞ cña biÓu thøc A = 

2

2 2

2 cos 1
8

1 8sin cos
8 8

π
−

π π
+

 lµ 

 (A) 
3

2
− ;    (B) 

3

4

−
;    (C)

2

2
− ;    (D)

2 .
4

 

13.  Cho cot a =
1

2
. Gi¸ trÞ cña biÓu thøc B = 

4sin 5cos

2sin 3cos

a a

a a

+
−

 lµ 

 (A)  
1

17
;    (B) 

5

9
;     (C) 13 ;     (D)

2 .
9

 

14.  Cho tan a = 2. Gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
3 3

sin

sin 2cos

a
C

a a
=

+
 lµ 

 (A) 
5

12
;     (B)  1 ;     (C) 

8

11
− ;    (D) 

10 .
11

−  
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c h Ø  d É n  l Þ c h  s ö    

Nh− mäi khoa häc kh¸c, L−îng gi¸c ph¸t sinh tõ nhu cÇu cña ®êi sèng. Sù ph¸t 
triÓn cña ngµnh Hµng h¶i ®ßi hái ph¶i biÕt x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña tµu bÌ ngoµi biÓn 
kh¬i theo MÆt Trêi lóc ban ngµy vµ theo c¸c v× sao lóc ban ®ªm. C¸c cuéc chiÕn 
tranh ®ßi hái ph¶i biÕt x¸c ®Þnh nh÷ng kho¶ng c¸ch lín vµ lËp nh÷ng b¶n ®å. 
Ng−êi n«ng d©n cÇn biÕt sù thay ®æi cña thêi tiÕt trong n¨m ®Ó s¶n xuÊt cho kÞp 
thêi vô, nªn ph¶i cã lÞch, v.v... 

C¸c nhu cÇu kÓ trªn ®· lµm cho m«n L−îng gi¸c ph¸t sinh vµ ph¸t triÓn. Tr−íc 
hÕt c¸c nhµ to¸n häc Hy L¹p ®· gãp phÇn ®¸ng kÓ vµo viÖc ph¸t triÓn m«n 
L−îng gi¸c vµ sau ®ã ¥-le lµ ng−êi ®· x©y dùng LÝ thuyÕt hiÖn ®¹i vÒ Hµm sè 
l−îng gi¸c trong cuèn "Më ®Çu vÒ Gi¶i tÝch c¸c ®¹i l−îng v« cïng bÐ" xuÊt b¶n 
n¨m 1748. 

¥ - l e  

¥-le lµ mét trong nh÷ng nhµ to¸n häc lín nhÊt tõ x−a ®Õn 
nay. ¤ng sinh t¹i Ba-l¬ (Thuþ SÜ). ¤ng ®· ph¸t triÓn tÊt c¶ 
c¸c ngµnh To¸n häc, tõ nh÷ng vÊn ®Ò rÊt cô thÓ nh− 
®−êng trßn ¥-le, cho tíi nh÷ng kh¸i niÖm hiÖn ®¹i nhÊt 
n»m ë mòi nhän cña tiÕn bé trong thêi ®¹i «ng. 

¥-le ®· tiÕn hµnh nghiªn cøu nh÷ng ®Ò tµi khoa häc rÊt 
®a d¹ng nh− C¬ häc, LÝ luËn ©m nh¹c, LÝ thuyÕt vÏ b¶n ®å 
®Þa lÝ, Khoa häc hµng h¶i, c¸c vÊn ®Ò vÒ n−íc triÒu lªn xuèng, 
v.v... ¤ng th−êng bæ sung, hoµn bÞ nh÷ng lÝ thuyÕt To¸n 
häc cò, vµ nghiªn cøu thªm nh÷ng lÝ thuyÕt To¸n häc míi. 

Trong cuéc ®êi m×nh, ¥-le ®· viÕt trªn 800 c«ng tr×nh vÒ To¸n häc, Thiªn v¨n vµ 
§Þa lÝ. ¤ng ®· ®Æt c¬ së cho nhiÒu ngµnh To¸n häc hiÖn nay ®ang ®−îc d¹y ë 
bËc ®¹i häc. 

¥-le lµ ng−êi rÊt say mª vµ cÇn cï trong 
c«ng viÖc. ¤ng kh«ng tõ chèi bÊt k× viÖc g×, 
dï khã ®Õn ®©u. Ch¼ng h¹n, ®Ó gi¶i mét bµi 
to¸n thiªn v¨n, mµ nhiÒu nhµ to¸n häc kh¸c 
®ßi hái mét thêi gian vµi ba th¸ng, th× «ng 
®· gi¶i xong chØ trong ba ngµy. Do nh÷ng cè 
g¾ng phi th−êng ®ã «ng ®· m¾c bÖnh vµ 
háng mÊt m¾t ph¶i. VÒ sau, «ng bÞ mï c¶ 
hai m¾t. Tuy thÕ, «ng vÉn tiÕp tôc lao ®éng 
s¸ng t¹o vµ kh«ng ngõng cèng hiÕn xuÊt 
s¾c cho khoa häc trong suèt 15 n¨m cuèi 
®êi m×nh. 

Tªn cña ¥-le ®−îc ®Æt cho mét miÖng nói löa ë phÇn tr«ng thÊy ®−îc cña MÆt Tr¨ng. 

L. ¥-le 
(Leonhard Euler, 

1707 − 1783) 
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¤n tËp cuèi  n¨m  

I − C©u hái 
1.  H·y ph¸t biÓu c¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y d−íi d¹ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ 

Tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A th× 2 2 2BC AB AC= + . 

Tam gi¸c ABC cã c¸c c¹nh tho¶ m·n hÖ thøc 2 2 2BC AB AC= +  th× 
vu«ng t¹i A. 

2.  LËp b¶ng biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè 

a) y = − 3x + 2 ;   b) y = 2x2 ;    c) y = 2x2 − 3x + 1. 

3.  Ph¸t biÓu quy t¾c xÐt dÊu mét nhÞ thøc bËc nhÊt. ¸p dông quy t¾c ®ã ®Ó 
gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

( )( ) .
( )
− −

≥
−

3 2 5
0

2 7

x x

x
 

4.  Ph¸t biÓu ®Þnh lÝ vÒ dÊu cña mét tam thøc bËc hai f(x) = ax2 + bx + c.  

¸p dông quy t¾c ®ã, h·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña m ®Ó tam thøc sau lu«n lu«n ©m. 

( ) .= − + + −22 3 1f x x x m  

5.  Nªu c¸c tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc. ¸p dông mét trong c¸c tÝnh chÊt ®ã, 

h·y so s¸nh c¸c sè 30002  vµ 20003 . 

6.  a) Em h·y thu thËp ®iÓm trung b×nh häc k× I vÒ m«n To¸n cña tõng häc 
sinh líp m×nh. 

b) LËp b¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn suÊt ghÐp líp ®Ó tr×nh bµy c¸c sè liÖu 
thèng kª thu thËp ®−îc theo c¸c líp [0 ; 2), [2 ; 4), [4 ; 6), [6 ; 8), [8 ; 10]. 

7.  Nªu c¸c c«ng thøc biÕn ®æi l−îng gi¸c ®· häc. 

8.  Nªu c¸ch gi¶i hÖ hai bÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn vµ gi¶i hÖ  

.
2 1

3 1

x y

x y

+ ≥⎧
⎨ − ≤⎩

 

II − Bµi tËp 

1.  Cho hµm sè f(x) = .2 23 4 8 15x x x x+ + − − + −  
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a) T×m tËp x¸c ®Þnh A cña hµm sè f(x). 

b) Gi¶ sö B = {x ∈  | 4 < x ≤ 5}. 

H·y x¸c ®Þnh c¸c tËp A \ B vµ  \ (A \ B). 

2.  Cho ph−¬ng tr×nh 

mx2 − 2x − 4m − 1 = 0. 

a) Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ m ≠ 0, ph−¬ng tr×nh ®· cho cã hai 
nghiÖm ph©n biÖt. 

b) T×m gi¸ trÞ cña m ®Ó −1 lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh. Sau ®ã t×m 
nghiÖm cßn l¹i. 

3.  Cho ph−¬ng tr×nh 

x2 − 4mx + 9(m − 1)2 = 0. 

a) XÐt xem víi gi¸ trÞ nµo cña m, ph−¬ng tr×nh trªn cã nghiÖm. 

b) Gi¶ sö x1, x2 lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho, h·y tÝnh tæng vµ 

tÝch cña chóng. T×m mét hÖ thøc gi÷a x1 vµ x2 kh«ng phô thuéc vµo m. 

c) X¸c ®Þnh m ®Ó hiÖu c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh b»ng 4. 

4.  Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau 

a) 5(x − 1) < x5 − 1 < 5x4 (x − 1), nÕu x − 1 > 0 ; 

b) x5 + y5 − x4y − xy4 ≥ 0, biÕt r»ng x + y ≥ 0 ; 

c) ,4 1 4 1 4 1 5a b c+ + + + + <  

biÕt r»ng a, b, c cïng lín h¬n 
1

4
−  vµ a + b + c = 1. 

5.  Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng c¸ch ®−a vÒ hÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng tam gi¸c 

.

3 2 1

3 5 9

5 2 3 3

x y z

x y z

x y z

+ + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − − = −⎩

 

6.  a) XÐt dÊu biÓu thøc 

f(x) = 2x(x + 2) − (x + 2)(x + 1). 
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b) LËp b¶ng biÕn thiªn vµ vÏ trong cïng mét hÖ to¹ ®é vu«ng gãc c¸c ®å 
thÞ cña c¸c hµm sè sau 

        y = 2x(x + 2)    (C1) 

        y = (x + 2)(x + 1)  (C2). 

TÝnh to¹ ®é c¸c giao ®iÓm A vµ B cña (C1) vµ (C2). 

c) TÝnh c¸c hÖ sè a, b, c ®Ó hµm sè y = ax2 + bx + c cã gi¸ trÞ lín nhÊt b»ng 
8 vµ ®å thÞ cña nã ®i qua A vµ B. 

7.  Chøng minh c¸c hÖ thøc sau  

a) 
sin tan

sin tan

21 2 1

1 2 1

a a

a a

− −
=

+ +
 ;     b)

sin sin sin tan
cos cos cos

3 5
3

3 5

a a a
a

a a a

+ +
=

+ +
 ; 

c) 
sin cos cos cos

( cos )

4 4 2
2

2 1 2

a a a a

a

− +
=

−
 ; d) 

tan tan sin .
tan tan

2
2

2

x x
x

x x
=

−
 

8.  Rót gän c¸c biÓu thøc sau  

a) 
sin cos
cos sin

1 4 4

1 4 4

a a

a a

+ −
+ +

 ;      b)
cos tan cos
cos

2 21

1 2

a a
a

a

+
−

−
 ; 

c)
cos sin cos .
cos sin cos

2 4 6

2 4 6

x x x

x x x

− −
+ −

 

9.  TÝnh  

a) 4(cos24o + cos48o − cos84o − cos12o). 

b) .sin cos cos cos cos96 3
48 48 24 12 6

π π π π π
 

c) tan 9o − tan 63o + tan 81o − tan27o. 

10.  Rót gän 

a) 
2 4 8

cos cos cos cos
5 5 5 5

x x x x
 ;    b) + +

3 5 .sin 2sin sin
7 7 7

x x x
 

11.  Chøng minh r»ng trong mét tam gi¸c ABC ta cã  

a) tan tan tan tan tan tanA B C A B C+ + = (A , B , C  cïng kh¸c 
2

π
) ; 

b) + + =sin 2 sin 2 sin 2 4sin sin sin .A B C A B C  

12.  Kh«ng sö dông m¸y tÝnh, h·y tÝnh 

o o o

o o o

sin 40 sin 45 sin 50

cos 40 cos 45 cos 50

− +
−

− +
 

o

o

6( 3 3 tan15 ) .
3 3 tan15

+

−
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§¸p sè 

Ch−¬ng I 

§1.  

1.  a) MÖnh ®Ò ;         
 b) Lµ mÖnh ®Ò chøa biÕn. 

 c) Lµ mÖnh ®Ò chøa biÕn;     

d) MÖnh ®Ò. 

5.  a) ∀x ∈  : .1 =x x ;       

b) ∃x ∈  : x + x = 0 ; 

 c) ∀x ∈  : x + (−x) = 0. 

7.  a) ∃n ∈  : n kh«ng chia hÕt cho n 
(®óng) ; 

 b) ∀x ∈  : 2 2≠x (®óng) ; 

 c) ∃x ∈  : x ≥ x + 1 (sai) ; 

 d) ∀x ∈  : 23 1≠ +x x (sai). 

§2. 

1.  a) A = {0, 3, 6, 9, 12, 15, 18} ;   

 b) B = {x ∈  | x = n(n + 1), 1 ≤ n ≤ 5}. 

2.  a) A ⊂ B vµ A ≠ B ;      
 b) A = B. 

3.  a) ∅, {a}, {b}, A ; 

b) ∅, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, 
{1, 2}, B. 

§3. 

1.  A ∩ B = {C, O, I, T, N, E} ; 

A ∪ B = {C, O, H, I, T, N, £, ¤, G, 
M, A, S, ¡, Y, K} ; 

A \ B = {H} ; 

B \ A = {¤, G, M, A, S, ¡, Y, K}. 

3.  a) 25 ; b) 20. 

4.  A ∩ A = A ; A ∪ A = A ; A ∩ ∅ = ∅ ; 

 A ∪ ∅ = A ; =AC A ∅ ; ∅ =AC A . 

§4. 

1.  a) [−3 ; 4] ; b) [−1 ; 2] ;  

c) (−2 ; +∞) ; d) [−1 ; 2) ;  

e) (−∞ ; +∞). 

2.  a) [−1 ; 3] ; b) ∅ ;  

c) ∅ ; d) [−2 ; 2]. 

3.  a) (−2 ; 1] ; b) (−2 ; 1) ;  

c) (−∞ ; 2] ; d) (3 ; +∞). 

§5. 

2.  l = 1745,3. 

3.  a) a = 3,141592654 ; 

b) Víi b = 3,14, bΔ <  0,002 ;  

víi c = 3,1416, cΔ  < 0,0001. 

4.  b) 51139,3736. 

5. b) 0,0000127 ; c) −0,02400. 

¤n tËp ch−¬ng I 

8. a) §óng ; b) Sai. 

9. E G B C A⊂ ⊂ ⊂ ⊂  ; 

    .E D B C A⊂ ⊂ ⊂ ⊂  

10. a) A = {−2, 1, 4, 7, 10, 13} ; 

b) B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,  
11, 12} ; 

c) C = {−1, 1}. 

11. P ⇔ T ; R ⇔ S ; Q ⇔ X. 

12. a) (0 ; 7) ; b) (2 ; 5) ; c) [3 ; +∞). 
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13. a = 2,289 ; Δa < 0,001. 

14. 347. 

15. a) §óng ; c) §óng ; e) §óng. 

16. (A). 

17. (B). 

Ch−¬ng II 

§1. 

1.  a) D =  \ { }1

2
−  ;  

b) D =  \ {1 ; −3} ;  

c) D =
1

; 3
2

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

2.  3x = , 4y =  ; 1x = − , 1y = −  ;  

2x = , 3.y =  

3.  a) M thuéc ®å thÞ ; 

b) N kh«ng thuéc ®å thÞ ;  

c) P thuéc ®å thÞ. 

4.  a) Hµm sè ch½n ;      

b) Kh«ng lµ hµm sè ch½n, kh«ng lµ 
hµm sè lÎ ; 

 c) Hµm sè lÎ ;       

d) Kh«ng lµ hµm sè ch½n, kh«ng lµ hµm 
sè lÎ. 

§2. 

2.  a) a = −5, b = 3 ;   

b) a = −1, b = 3 ;   c) a = 0, b = −3. 

3.  a) y = 2x − 5 ;    b) y = −1. 

§3. 

3.  a) 22 2= + +y x x  ;  

b) 21
2

3
= − − +y x x  ; 

 c) 2 4 2= − +y x x  ;  

d) 2 3 2= − +y x x  hoÆc  

    216 12 2= + +y x x . 

4.  a = 3, b = −36, c = 96. 

¤n tËp ch−¬ng II 

8.  a) D = [−3 ; +∞) \ {−1} ;  

b) D = 
1

;
2

⎛ ⎞−∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; c) D = . 

11.  a = −1, b = 4. 

12. a) 1a = , b = −1, c = −1. 

   b) a = −1, b = 2, c = 3. 

13. (C). 

14. (D). 

15. (B). 

Ch−¬ng III  
§1.  

3.  a) x = 1 ;   b) x = 2 ;  

c) x = 3 ;   d) V« nghiÖm. 

4.  a) x = 0 ;   b)
3

2
=x ;  

c) x = 5 ;   d) V« nghiÖm. 

§2. 

1.  a) 
23

16
= −x  ; b) V« nghiÖm ;  

c) 
14

3
=x  ;   d) 

1 .
2

x = −  

2.  a) m ≠ 3 th× nghiÖm lµ 
2 1

3

+
=

−
m

x
m

 ;  

     m = 3 ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

b) m ≠ 2 vµ m ≠ − 2 th× nghiÖm lµ 

3

2
=

+
x

m
;  
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  m = 2 th× mäi x ∈  lµ nghiÖm ;  

  m = −2 ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

 c) m ≠ 1 th× nghiÖm lµ x = 1. 

     m = 1 th× mäi x ∈  lµ nghiÖm. 
3.  45 qu¶. 

4.  a) 1 1=x , 2 1= −x  ;  

    3
10

2
=x , 4

10

2
x = −  ; 

 b) 1
1

3
=x , 2

1

3
= −x . 

5.  b) 1 0,387x ≈ − , 2 1,721x ≈  ;  

 c) 1 1= −x , 2 1,333x ≈ −  ;  

 d) 1 1,079x ≈ , 2 0,412.x ≈ −  

6.  a) 
1

5
= −x , x = 5 ; 

b) 1 1= −x , 2
1

7
= −x  ;  

c) 1, 2
11 65

14

±
=x  ; 

d) 1 1,=x  2 6.x = −  

7.  a) x = 15 ;    b) x = −1 ;  

c) 1, 2 2 3= ±x ;  d) x = 1. 

8.  m = 7 ⇒ 1 4=x , 2
4 .
3

x =  

 m = 3 ⇒ 1 2=x , 2
2 .
3

x =  

§3. 

2.  a) 
11 5

;
7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;    b) 
9 7

;
11 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

c) 
9 1

;
8 6

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;    d) (2 ; 0,5). 

3.  Gi¸ mçi qu¶ quýt lµ 800 ®ång, gi¸ 
mçi qu¶ cam lµ 1400 ®ång. 

4.  D©y chuyÒn thø nhÊt : 450 ¸o ; 

D©y chuyÒn thø hai : 480 ¸o. 

5.  a) (x ; y ; z) = (1 ; 1 ; 2) ;  

b) (x ; y ; z) =
11 5 1

; ;
14 2 7

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

6.  Gi¸ mét ¸o lµ 98 000 ®ång, gi¸ mét 
quÇn lµ 125 000 ®ång, gi¸ mét v¸y lµ 
86 000 ®ång. 

7.  b) (x ; y) ≈ (0,11 ; 1,74) ;  

d) (x ; y ; z) ≈ (−4,00 ; 1,57 ; 1,71). 

¤n tËp ch−¬ng III 

3.  a) x = 6 ;    b) V« nghiÖm ;  

c) 2 2=x ;    d) V« nghiÖm. 

4.  a) V« nghiÖm ; b) 
1

9
= −x  ; c) 

5 .
2

x =  

5.  a) 
37 29

( ; ) ;
24 12

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y ; 

b) 
3

( ; ) 2 ;
2

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y . 

 c) 
34 1

( ; ) ;
13 13

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y ;      

d) 
93 30

( ; ) ;
37 37

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y . 

6.  Ng−êi thø nhÊt s¬n xong sau 18 giê, 
ng−êi thø hai s¬n xong sau 24 giê. 

7.  a)
3 3 13

( ; ; ) ; ;
5 2 10

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y z ; 

 b)
181 7 83

( ; ; ) ; ;
43 43 43

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y z . 

8.  Ba ph©n sè ®ã lµ
1

2
, 

1

3
 vµ 

1 .
6

 

9.  432 s¶n phÈm. 
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10. NÕu lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n 
thø ba th× kÕt qu¶ lµ  

a) 1 1,520x ≈ ; 2 0,920x ≈ − ; 

b) 1 0,333x ≈ − ; 2 1,000x ≈ −  ; 

 c) 1 0,741x ≈ ; 2 6,741x ≈ −  ;   

d) 1 0,707x ≈ − ; 2 2,828.x ≈ −  

11. a) V« nghiÖm ; 

  b) 1 4= −x ; 2
6 .
5

x = −  

12. a) ChiÒu dµi lµ 31,5cm, chiÒu réng lµ 
15,7m. 
b) ChiÒu dµi lµ 39,6cm, chiÒu réng lµ 
27,5m. 

13. Ng−êi thø nhÊt quÐt s©n mét m×nh 
hÕt 4 giê, ng−êi thø hai quÐt s©n mét 
m×nh hÕt 2 giê. 

14. (C) ; 15. (A) ; 16. (C) ; 17. (D). 

Ch−¬ng IV 

§1. 
1. d) 

2. Sè C. 

3. a) HD. V× a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh 
tam gi¸c nªn  

a + b − c > 0 ; b + c − a > 0 ; c + a − b > 0. 

b) HD. ¸p dông a) cã 2 2( )− <b c a , 
2 2( ) ,− <c a b  2 2( )− <a b c . 

 Céng tõng vÕ ba bÊt ®¼ng thøc nµy. 

4.  HD. XÐt hiÖu  

3 3 2 2( ) ( ).x y x y xy+ − +  

6.  HD. Gäi H lµ tiÕp ®iÓm cña ®−êng 
th¼ng AB víi ®−êng trßn. Ta cã  

2 . .AB HA HB HA HB= + ≥  

§2.  

1.  a) x ∈  \ {0 ; −1} ;       

b) x ∈  \ {1 ; 3 ; 2 ; −2} ;  

 c) x ≠ −1 ;         
 d) x ∈ (−∞ ; 1] \ {−4}. 

4.  a) 
11

20
< −x ; b) V« nghiÖm. 

5.  a) 
7

4
<x  ; b) 

7
2.

39
< <x  

§3.  

2.  a) 
1

1
2

< <x ; 3 ≤ x < +∞ ;  

b) x < −1 ; 0 < x < 1 ; 1 < x < 3 ;  

c) −12 < x < −4 ; −3 < x < 0 ; 

d) 
2

1
3

− < <x ; 1 < x < +∞. 

3.  a) 
2

5
≤ −x ; x ≥ 2 ;  

b) x < −5 ; −1 < x < 1 ; x > 1. 

§4.  

3.  §Ó cã l·i cao nhÊt, xÝ nghiÖp cÇn lËp 
ph−¬ng ¸n s¶n xuÊt c¸c s¶n phÈm I vµ 
II theo tØ lÖ 4 : 1. 

§5. 

1.  a) 25 3 1 0− + >x x , ∀x ;  

 b) 22 3 5 0− + + >x x  khi −1 < x < 
5

2
 ; 

22 3 5− + +x x  < 0 khi x < −1 

hoÆc 
5

2
>x  ; 

 c) 2 12 36 0+ + ≥x x , ∀x ;  

 d) (2x − 3)(x + 5) < 0 khi −5 < x <
3 .
2
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 (2x − 3)(x + 5) > 0 khi x < −5 ; 
3 .
2

x >  

3.  a) V« nghiÖm ;       

b) 
4

1
3

− ≤ ≤x ;  

 c) 8< −x ; −2 < x < 
4

3

−
 ; 1 < x < 2 ; 

d) −2 ≤ x ≤ 3. 

4.  a) m < 1 ; m > 3 ; b) 
3

2
− < m < −1. 

¤n tËp ch−¬ng IV 

1.  a) x > 0 ; b) y ≥ 0 ; 

c) 0≥α , ∀α ∈  ; 

d) 
2

+
≥

a b
ab , ∀a ≥ 0, b ≥ 0. 

2.  a) a, b cïng dÊu ;  b) a, b cïng dÊu ;  

 c) a, b tr¸i dÊu ;    d) a, b tr¸i dÊu. 

3. (C). 

4.  Gäi P lµ khèi l−îng thùc cña vËt. Ta cã 
26,35 < P < 26,45. 

5.  a) x = 1 ; b) x > 1 ; c) x < 1. 

6.  HD. 2.+ ≥
a c

c a
 

11. a) f(x) < 0 ⇔ 
1 13 1 13

2 2

− − − +
< <x  

  f(x) > 0 ⇔ 
1 13

2

− −
<x  hoÆc 

      
1 13

2

− +
>x  ; 

  g(x) > 0 ⇔ 1 3< −x  hoÆc 

 0 < x < 2 hoÆc x > 1 + 3  ; 

  g(x) < 0 ⇔ 1 3 0− < <x  hoÆc 

2 1 3.< < +x  

b) NghiÖm nguyªn cña bÊt ph−¬ng 
tr×nh lµ x = 2 ; 3 ; 4 ... hoÆc 

x = −3 ; −4... 

12.  HD. XÐt dÊu biÖt thøc 

2 2 2 2 2 2( ) 4 .b c a b cΔ = + − −  

14. (B) ; 15. (C) ; 16. (C) ; 17. (C). 

Ch−¬ng V 

§1. 

2.  b) 43,3% ; 56,7% 

§3. 

1.  1170 giê ; 31 cm. 

2.  6,1 ®iÓm ; 5,2 ®iÓm 

§iÓm trung b×nh céng cña líp 10A cao 
h¬n, nªn cã thÓ nãi häc sinh cña líp 
10A cã kÕt qu¶ lµm bµi thi cao h¬n.  

3.  Cã hai mèt lµ  

  (1) 700=oM  ngh×n ®ång ;  

(2) 900=oM  ngh×n ®ång. 

4.  Sè trung vÞ 720=eM  ngh×n ®ång. 

5.  38,15 t¹/ha. 

§4.  

1.  2 120≈xs ; 11≈xs  giê  

 2 84≈xs ; xs  ≈ 9,2 cm. 

2.  a) D·y sè liÖu vÒ ®iÓm thi cña líp 
10C cã  

≈x  7,2 ®iÓm ; 2 1,3≈xs ; xs  ≈ 1,13 ®iÓm. 
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 D·y sè liÖu vÒ ®iÓm thi cña líp 10D cã  

≈y 7,2 ®iÓm ; 2 0,8≈ys ; ≈ys  0,9 ®iÓm. 

  b) §iÓm sè cña c¸c bµi thi ë líp 
10D ®ång ®Òu h¬n. 

3.  a) Nhãm c¸ thø 1 cã x  = 1 kg ;  

         nhãm c¸ thø 2 cã 1y =  kg ; 

 b) Nhãm c¸ thø 1 cã 2 0,042=xs ;  

    nhãm c¸ thø 2 cã 2 0,064=ys  ; 

c) Nhãm c¸ thø 1 cã khèi l−îng ®ång 
®Òu h¬n. 

¤n tËp ch−¬ng V 

3.  c) x  ≈ 2 (con) ; =oM  2 (con) ;  

    eM  = 2 (con). 

4.  e) Nhãm c¸ thø 1 cã x  ≈ 648 (gam) ; 

    2 33,2≈xs ; xs  ≈ 5,76 (gam), 

  Nhãm c¸ thø 2 cã y  ≈ 647 (gam) ;  

2
ys  ≈ 23,14 ; ys  ≈ 4,81 (gam), 

Nhãm c¸ thø 2 cã khèi l−îng ®ång 
®Òu h¬n. 

5.  x  = 34 087 500 ®ång ;  

eM  = 21 045 000 ®ång. 

6.  a) Mèt lµ mÉu 1. 

7. (C) ; 8. (B) ; 9. (C) ; 10. (D) ; 11. (A). 

Ch−¬ng VI 

§1. 

2.  a) 0,3142 rad ;   b) 1,0036 rad ;  

c) −0,4363 rad ;  d) −2,1948 rad. 

3.  a) 10o ;     b) 33o45' ;  

c) −114o35'30'' ;  d) 42o58'19''. 

4.  a) 4,19 cm ; b) 30 cm ; c) 12,92 cm. 

7.  s® 1AM  = −α + k2π, k ∈  ; 

 s® 2AM  = π − α + k2π, k ∈  ; 

 s® 3AM  = α + π + k2π, k ∈ . 

§2. 

4.  a) sinα = 
3 17

13
; tanα = 

3 17

4
 ;  

    cotα = 
4 .

3 17
 

 b) cosα ≈ −0,71 ; tanα ≈ 0,99 ;  

    cotα ≈ 1,01. 

 c) cosα =
7

274
− ; sinα =

15

274
;  

cotα =
7

15
− . 

 d) 
1

sin
10

= −α ;  

3
cos

10
=α ; 

1 .tan
3

α = −  

5.  a) 2kα = π , k ∈  ;  

b) (2 1) ,kα = + π  k ∈  ; 

 c) ,
2

kα π
= + π  k ∈  ;  

d) 2 ,
2

kα π
= + π k ∈  ; 

 e) 2
2

kα π
= − + π , k ∈  ;  

f) ,kα = π  k ∈ . 
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§3. 

1.  a) cos225o = 
2

2
−  ; sin240o = 

3

2
− ;  

    cot(−15o) = 2 3− − ;  

    tan75o = 2 3+ . 

 b)  
7

sin
12

π
=

2(1 3)

4

+
;  

cos
12

π⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2(1 3)

4

+
;  

13
tan

12

π
= 2 3− . 

2.  a ) 
1 6

1
2 3

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
;   b) 

9 4 2

7

+
 ; 

c)  
3 5 8

cos( )
15

+
+ = −a b  ;  

sin( )− =a b
6 4 5 .

15

+
−  

3.  a) sina sinb ; 

b) 21
cos

2
a  ; 

c) cosa sinb. 
5.  a) sin2a = 0,96 ; cos2a = 0,28 ;  

    tan2a ≈ 3,43 

 b)  sin2a =
120

169
− ; cos2a =

119

169
− ;  

tan2a =
120

119
. 

 c)  
3

sin2
4

a = − ; 
7

cos2
4

a = ;  

3
tan2 .

7
a = −  

6.  
2 14

sin
6

a
+

= , 
2 14

cos
6

a
−

=  hoÆc 

14 2
sin

6

−
=a , 

2 14 .cos
6

a
+

= −  

7.  a) 1 − sinx = 2 .2sin
4 2

xπ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 b) 1 + sinx = 2 .2sin
4 2

xπ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 c) 1 + 2cosx = .4cos cos
6 2 6 2

x xπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 d) .1 2sin 4cos sin
12 2 12 2

x x
x

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

8.  A = tan3x. 

¤n tËp ch−¬ng VI 

3.  a) 
7

3
 ;    b)

1

3
−  ;  

c) 
2 5

5
−  ;   d) 

1 .
15

−  

4.  a) 2tan α  ;   b) 2cosα  ;  

c) −cotα ;   d) sinα. 

5.  a) 
1

2
−  ;    b) 

2

2
−  ; 

c) 
3

2
−  ;   d) 

2 .
2

 

9. (D) ; 10. (B) ; 11. (C) ; 12. (D) ; 

13. (C) ; 14. (B). 

¤n tËp cuèi n¨m 

I - C©u hái 

3. 
2 2

; [5 ; )
7 3

⎛ ⎤∈ ∪ ∞⎜ ⎥⎝ ⎦
x . 

4. 
17 .
8

m >  

5. 2000 30003 2> . 

V× 3 22 3<  ⇒ 3 1000 2 1000(2 ) (3 )< . 
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II - Bµi tËp 

1.  a) [3 ; 5]. 

 b) A \ B = [3 ; 4],  

    \ (A \ B) = (−∞ ; 3) ∪ (4 ; +∞). 

2.  b) 
1

3
=m , 2 7.x =  

3.  a) 
3

3.
5

m≤ ≤  

 b) 1 2 4= + =S x x m , 

2
1 2 9( 1)= = −P x x m  ; 

      2
1 2 1 29( 4) 16 0+ − − =x x x x . 

c)  1=m  hoÆc 
13.
5

m =  

5.  (x ; y ; z) = (−1 ; 2 ; −2). 

6.  a) f(x) > 0 khi ( ; 2)∈ −∞ −x  ∪ (1 ; +∞) 

     f(x) < 0 khi x ∈ (−2 ; 1). 

 b) A (−2 ; 0), B (1 ; 6). 

 c) a = −2 ; b = 0 ; c = 8 ; 

hoÆc 
2

9
a

−
=  ; 

16

9
b =  ; 

40 .
9

c =  

8.  a) tan2a ;   

b) sin2a. 

 c) o otan( 15 )cot( 15 )− +x x . 

9.  a) 2 ; b) 9 ; c) 4. 

10. a) 

16
sin

5

16sin
5

x

x
 ;  b) 23 .4sin cos

7 7

x x
 

12. −5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 170 

B ¶ n g  t r a  c ø u  t h u Ë t  n g ÷  

ThuËt ng÷ Trang

B¶ng biÕn thiªn   36
B¶ng ph©n bè tÇn sè  111
B¶ng ph©n bè tÇn suÊt  111
B¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn 
suÊt  

111

B¶ng ph©n bè tÇn sè 
ghÐp líp  

113

B¶ng ph©n bè tÇn suÊt 
ghÐp líp  

113

B¶ng ph©n bè tÇn sè vµ tÇn 
suÊt ghÐp líp 

113

B¶ng xÐt dÊu  90
BÊt ®¼ng thøc  74
BÊt ®¼ng thøc hÖ qu¶  74
BÊt ®¼ng thøc t−¬ng ®−¬ng 75
BÊt ph−¬ng tr×nh Èn x  80
BÊt ph−¬ng tr×nh bËc hai 
mét Èn  

103

BÊt ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn  

95

BÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng 
®−¬ng  

82

BiÕn sè   32
BiÓu ®å  115
BiÓu ®å tÇn sè h×nh cét 117
BiÓu ®å tÇn suÊt h×nh cét   115
BiÓu ®å h×nh qu¹t  117
C«ng thøc céng 149
C«ng thøc biÕn ®æi tÝch 
thµnh tæng 

151

C«ng thøc biÕn ®æi tæng 
thµnh tÝch 

152

C«ng thøc h¹ bËc 151

ThuËt ng÷ Trang 

C«ng thøc nh©n ®«i 150 
Cung l−îng gi¸c 134 
§iÓm ®Çu cña cung 
l−îng gi¸c 

134 

§iÓm cuèi cña cung 
l−îng gi¸c 

134 

§iÒu kiÖn cÇn 6 
§iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ 7 
§iÒu kiÖn ®ñ 6 
§iÒu kiÖn cña 
bÊt ph−¬ng tr×nh 

81 

§iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh 54 
§o¹n [a ; b] 17 
§å thÞ cña hµm sè 34 
§é lÖch chuÈn 126 
§é chÝnh x¸c cña mét sè 
gÇn ®óng 

20 

§−êng gÊp khóc tÇn suÊt 116 
§−êng gÊp khóc tÇn sè 117 
§−êng trßn ®Þnh h−íng 134 
§−êng trßn l−îng gi¸c  135 
Gi¸ trÞ cña hµm sè f t¹i x  32 
Gi¸ trÞ ®¹i diÖn cña líp  116 
Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh  81 
Gi¶i hÖ bÊt ph−¬ng tr×nh  81 
Gi¶i vµ biÖn luËn 
ph−¬ng tr×nh  

55 

Giao (cña hai tËp hîp)  13 
Gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña cung 141 
Gãc l−îng gi¸c  135 
Hai mÖnh ®Ò t−¬ng ®−¬ng 7 
Hµm sè  32 
Hµm sè bËc hai  42 
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ThuËt ng÷ Trang

Hµm sè bËc nhÊt  39
Hµm sè ch½n  37
Hµm sè cho b»ng b¶ng  32
Hµm sè cho b»ng biÓu ®å  33
Hµm sè cho b»ng c«ng thøc 33
Hµm sè ®ång biÕn (t¨ng)  36
Hµm sè h»ng 40
Hµm sè lÎ  37
Hµm sè nghÞch biÕn (gi¶m) 36

Hµm sè y = x   40

HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh Èn x  81
HÖ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc 
nhÊt hai Èn 

96

HÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc 
nhÊt hai Èn  

64

HÖ ba ph−¬ng tr×nh bËc 
nhÊt ba Èn  

65

HiÖu (cña hai tËp hîp)  14
Hîp (cña hai tËp hîp)  14
Kho¶ng (a ; b)  17

KÝ hiÖu ∀ vµ ∃  7

MÖnh ®Ò  4
MÖnh ®Ò ®¶o  7
MÖnh ®Ò chøa biÕn  4

MÖnh ®Ò kÐo theo P ⇒ Q  6

MÖnh ®Ò phñ ®Þnh  5
MiÒn nghiÖm cña bÊt 
ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

95

Mèt  121
NghiÖm cña bÊt ph−¬ng 
tr×nh  

80

NghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 65
NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
nhiÒu Èn 

65

NghiÖm ngo¹i lai  56
NhÞ thøc bËc nhÊt  89

ThuËt ng÷ Trang 

Nöa kho¶ng  17 
PhÇn bï (cña B trong A)  15 
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